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刖 n 


我们分别在中山大学与陕西师范大学讲授过多年的实变函数课程，本书就 
是在讲课的基础上编写的。本书希望在下面的三个方面进行一些尝试。 

第一，实变函数是数学与相关专业的一门重要的基础课，但学生学起来较普 
遍地觉得比较困难。难在什么地方呢？首先是不知道为什么要引进许多概念， 
例如，为什么要讲 Lebesgue 积分、测度， I /空间 等。不知道这一点，学习当然就 
没有积极性，自然便感到 困难； 其次是很多概念不知道为什么要如此引进，许多 
定理为什么要这样证明。本书的第一项努力的目标就是希望把概念的背景来 
源，解决问题的思想方法，所讲授的内容在整个理论体系中的作用与地位，以及 
它与别的概念、理论等的内在联系等揭露出来，使读者尽可能地减少学习中的盲 
目性与困难，更好地掌握所学内容的思想本质。 

第二，少 而精。 现在这门课的学时愈来愈少，因此本书仅限于介绍最必要的 
内容。对这些必要的内容，力图交代来龙去脉，讲深讲透。这样，有些内容讲述 
的篇幅可能会长一些，但是归结到数学的叙述和证明，仍然是十分简练的。 

第三，学生觉得实变函数难学，还有一点就是觉得习题太难。因此，本书尽 
可能配置一些对学生训练有益而又容易动手的习题，并尽可能安排得由浅入深。 
但我们要告诉读者，有些题目的确较难，读者一下子做不出来也很 正常， 收在这 
里便于读者慢慢思考。学过一段以后回头再做，可能会获得新的启发。 

我们这样尝试，是希望本书不仅能适用于一般综合性大学与师范院校数学专 
业的本科，还能适用于非数学专业，以致更多大专院校的有关专业。当然，对有些 
院校，使用本书时还需要给学生介绍一些参考书，而对另一些院校，在使用时则可 
以在内容上有所取舍，例如第五、六章的一些内容和定理的证明可以省略。 ' 

本书在酝酿与编写的过程中，编者之一在北京大学任教时，曾与张恭庆院士 
有过不少的交流与讨论，其中特别是关于数学史上三次完备化的观点，是20世 
纪70年代张恭庆院士提出来的，编者对此十分赞成，把它写进了本书。衷心感 
谢张恭庆院士的指导与帮助 o 

限于水平，错漏难免，欢迎批评指正。 


编者 
2004 . 9 . 10 . 
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论 


我们来介绍本教程的主要内容以及这些内容在整个数学领域中的地位. 

本教程主要讲授勒贝格 （ Lebesgue ) 积分与测度的理论.为什么要学习这些 
理论呢？我们从数学史上的三次“完备化”说起. 

(一）数学史上的三次“完备化” 

(1) 有理数的完备化——实数系 

读者从数学分析课程中知道，有理数系对极限运算是不封闭的，即在有理数 
系内，（有理数的）柯西 （ Cauchy ) 基本列并不一定有（有理数的）极限存在®•因 
此，需要把有理数系扩张为实数系，即把有理数系“完备化”而得到实数系.实数 
系对极限运算是封闭的.这是数学史上的第一次完备化. 

实数系的建立，使微积分奠定在严格而坚固的理论基础上，这是一件大事. 
这件事与群论的建立，非欧几何的产生一起，被誉为19世纪数学的三大发现，它 
们改变了整个数学发展的进程，形成了近代数学与现代数学. 

有人可能会问，实用上能计算出数值来的都是有理数，为什么还要实数？我 
们的回答是，没有冗，没有 e ， 还有多少数学？没有实数系，微积分能走多远？ 

( 2 ) 黎曼 （ Riemann ) 积分的完备化- Lebesgue 积分 

在数学分析中， Riemarm 积分的概念与理论是十分重要的一部分.它的威力 
在数学分析的后续课程——常微分方程、复变函数论、概率论以及力学课程中， 
已经相当充分地表现出来了.但是 Riemann 积分有一个很大的缺点，就是 Ri e - 
marm 可积函数列的极限并不一定是可积的，或者说 Riemann 可积函数类对极限 
运算是不封闭的.试看 下面的 例子. 

把[0，1]中全体“二进有理数”写 出来： 


0 . 1 1 3 1 3 5 7 1 



它们由 o ， i 以及 +，| r ， …，…）组成.把 （1) 中的数列记为 
~，…，〜， …， 它们的数值构成集合 h 丨，我们来定义函数列： 


①参看邓东皋、尹小玲编著的《数学分析简明教程》（高等教育出版社，1999年第一版）上册 .300 ~ 
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f 1 , 当％ = r , ， •••， r A ， 
fM = ^ 

lo ， 其他. 

其中& = 1，2，一. 对每个固定的在 [0，1] 的间断点只有 q ，…， G ， 是只有有 
限个间断点的有界函数，因而是 Riemann 可积的 • 但这个函数列有极限 /( 幻： 

lim/ A 0) = f(x) , x G [0,1 ] , 

A—^00 

其中 

f(x) _ f 1 ^ 当 

J\X J — * 

lo , 其他. 

它在 [0 ， 1] 上与狄利克雷 （ Dirichlet ) 函数 

D{x) = (1， 当％为有理数， 
lo , 当％为无理数 

极为相似，在[0，1]的每一点都不是连续的，因此也就在[0， 1 ] 不是 Riemann 可 
积的_事实上，按定义， Riemann 积分为 Riemann 和的极限，即 


f(x ) = 


D(x) 


n 

f 1 f(x)dx = \im Y 

JO 


( 2 ) 


其中等式右方的和式，对应于 [0，1] 的 分法: 


0 = a ： 0 < x x < .•* < x n = 1 , 

Ax t - x t ,A = max { Ax L \ , ^ E . [ x i _ 1 如果 /( % ) 在 [ 0 ， 1 ] 可积，贝 ! J 等式 

(2) 右方的极限存在.但我们知道，在任何小区间中，既存在中的 
点，也存在非中的点，取& ^ IrJ，i = 1 ，2，"* ,/1，则黎曼和 


r» 

i-1 


而取 f 0 \ r k \，i = l ，2, …， n ， 则 

n 

- 0. 

i = 1 

由此可知，等式 （2) 左边的极限是不存在的，也就是说， / U ) 在 [0，1] 不是可积 
的.这样，我们便看到了，存在黎曼可积的函数列，它在积分区间中的每一点都有 
极限，但极限函数不是黎曼可积的. 

黎曼可积函数列的极限可以不是黎曼可积的，自然也就说不上积分号下取 
极限了，即不可能有 


lim \ f k {x) Ax = \ f{x) dx. 
/c~>oo J a J a 


上面的例子表明，黎曼可积函数类对极限运算是不封闭的.换句话说，黎曼 
可积函数类（对极限运算）是不完备的.我们希望扩张黎曼可积函数类，即重新 
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定义一种积分，它的可积函数类对极限运算是封闭的.说得更明确一点就是，我 
们要给出一种新的积分定义，使得，第一，原来在 [ a , 6] 上 Riemann 可积的函数， 
按新的积分定义也是可积的.第二，如果按新的积分定义是可积的函数列 AU ) ， 
它有极限存在 


/(幻== lim / fc (^) , 

A — 

则按新定义/(%)的积分也存在（即按照新定义/也是可积的），进一步，还希望 
有“积分号下取极限”成立， BP 


lim [ f k (x)dx = f f(x)dx, 
* J a J a 


这种新定义的积分就是 Lebesgue 积分. 它是 Lebesgue 在 20 世纪初引进的 • 
讲述这种积分的概念与理论，便是本教程的主题. 

下面顺便说一下数学史上的第三次完备化. 

(3) 经典函数概念的完备化——广义函数（又称分布） 


在19世纪末，工程师赫维赛德 （ Heaviside ) 在解电路方程时，提出了一种运 


算方法，称之为算子演算（又称作运算微积）.这套演算要求对如下的函数（称为 
Heaviside 函数） 


ru )= f 0 ， 当％ <0 ， 

li ， 当％為0 

求微商，他并且把这个微商记作 s(x), 按经典分析的理论， ru ) 在％ =0并不可 
微，因此这个 M 幻根本不能成其为函数，但它却对简化运算很有效，并且有很直 
观的物理意义.例如它可以表示点电荷的电荷密度，脉冲电流的电流强度等，因 
而受到欢迎. 

20世纪30年代，英国物理学家狄拉克 （ Dirac )， 从物理理论出发，直接引进 
了“函数”5(幻(现在称为 Dirac 8 函数），定义为 


5( 幻 


0， 当00, 
f 00 ,当％ = 0 


并且 


5(^)d^ = 1. 


他同时还引进了许多涉及5(幻的运算，如 


S(x - y)f(y)dy = f(x) 


由此可见， 


S(y)dy = V(x) 

J — oo 


(-00 < X < + 00 ) , 


所以这个以幻也就是 Heaviside 函数的微商. Dirac 用他的这套运算处理许多物 
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理问题，显得特别简单.但从数学分析的函数定义来看，这样的函数 5( 幻是不存 
在的. 

仔细想想就会发现，这个“函数” 却是经典意义下的函数的极限.例 

如，取 


(见图0.1)，则有 


而且显然有 


fk ( x ) 


2 / k 


k 2 X 2 




lim /“文） = 8 ( x ) 


(如果承认积分号下取极限，便有 S ( x)dx ^ 1) 



图 0.1 

从这里我们可以看出，经典意义下的函数类，对极限运算是不封闭的.同积 
分需要完备化一样，人们希望重新给出函数的定义，使新的函数类对极限运算是 
封闭的，而且它们有微分与积分的运算.这种新的函数被称为广义函数（也称为 
分布），它包括了常见的经典意义下的函数以及它们的极限，例如上面的 5( 幻. 
广义函数的基本理论由施瓦茨 （ L . Schwartz ) 在 20 世纪 50 年代给出 ， Schwartz 也 

因此获得菲尔兹 （ Fields ) 奖.这是数学史上的第三次完备化，它是建立在第二次 
完备化的 Lebesgue 积分理论基础上的 •第三 次完备化的详细论述，则属于另一 
门后续数学课程 —— 泛函分析的内容了. 

( 二） Lebesgue 积分的思想 

一维 Riemann 积分的几何意义是曲线下曲边梯形的面积，新的积分在几何 
上也应该包含这一 意义. Riemann 积分与 Lebesgue 积分这两种积分的差别在于 
求面积的方法不同， Riemarm 积分从自变量所在的区间 [ a ，6] 的分法出发， Lebe - 
sgue 则从函数的值域的分法着手.为简单起见，设是在 [ a ，6] 上定义的 



绪 i 


非负有界函数，即0矣 < M . 对 [ m ， M ] 作任意的分法 


m - < j\ < ji < '" < y n - 

考虑点集 

^ [ a 9 b ] I y ._, ^ f ( x ) < y t \ , 

(见图 0.2) 这时曲线上点的纵坐标在乂^与％之间的这一部分小“曲边梯形”的 



图 0.2 

面积应近似地等于底乘高 • 这时高可取作，底应是集合尽的“长度”.但一般 
说来， A 不是区间，因此不见得有长度，故我们需要把“长度”的概念推广到尽， 
记为 meKK ) (这就是&的一维 Lebesgue 测度，本书后面再详述）.这样，小“曲 
边梯形”的面积就近似地为 

Ues(£J. 


作和 


lues (尽） ， 

1 = 1 

它便是 7 =/ U ) 在 [ a ，6] 上的曲边梯形面积的近似值.令 max( yi 

\ Ki^n 

如果上述和的极限存在，便定义这极限值为 /( 幻在 [ a ，6] 上的积分 （Lebesgue 
积分）： 

n 

f ( x)dx = limY j ^ jmesCE .). 

5 ^° iTi 

Lebesgue 本人曾用生动的譬喻来解释他的方法并说明其优越性.他 写道: 
“在 Cauchy 的方法（指 Riemann 积分）中，是这样操作的，就像没有经验的店员 

清点硬币和纸币那样，拣到那个就点那个.然而，我们在操作时就像老练并且有 
条理的店员那样，嘴里说着 ：我有 mesCA ) 个一法郎的硬币，价值1 xmes (^), 
我有 mes (£ 2 ) 个二法郎的硬币，价值2 x mes ( E 2 ) ，我有 mes ( E 5 ) 个五法郎的 
硬币，价值5 x mes (五 5 ) ，….我总共有 1 x mes ( £, ) + 2 x mes ( E 2 ) +5 x 
mes (£ 5 ) + …法郎.当然，这两个店员得到同样的结果，可是，在这些和数 （ shii ) 
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不清的时候，即硬币的总数为无穷时，两种方法的差别就大了” 

为了把上述 Lebesgue 积分的概念弄清楚，首先遇到的是集合 

= \x S [ a , b ] \ ^ f ( x ) < y ] ， 

一般说来，这不是直线上的一个区间，而是由[心 纠里 的点构成的一个集合•其 
次，就是要把长度的概念推广到这种直线上的一般集合，建立所谓的 Lebesgue 
测度.然后在此基础上就可以讲授 Lebesgue 积分了.所以，本教程讲述的次序 
是，先从集合与点集讲起，再讲 R " 中点集的 Lebesgue 测度，然后讲述 Lebesgue 
积分理论. 

(三）积分完备化的意义 

在前面介绍的数学史上的三次完备化中，后两次完备化构成了 20世纪前半 
叶两个新数学分支的主要内容，这两个分支便是实变函数论与泛函分析 ® .本课 
程讲述的便是实变函数论这个分支的最基本的理论.它为泛函分析与现代概率 
统计的建立奠定了基础，是20世纪数学的重要基础之一.可以毫不夸张地说， 
Lebesgue 测度与积分、广义函数、泛函分析，在现在，不仅是数学家的通用工具， 
甚至已经是物理学家、经济师与高级工程技术人员的通用语言了.所以，为了进 
一步学习现代数学、物理以及新的科学技术，有必要通过本课程打好知识 基础. 

在一般的数学分析课中，都是先讲一元函数微积分，再讲多元函数微积分. 
本课程将不同于数学分析的处理，把一元与多元统一起来考虑，也就是直接讲述 
^维欧氏空间点集的测度以及在其上定义的函数的 Lebesuge 积分.这样讲，比较 
简明精炼.读者有数学分析的基础，学起来应该是不困难的. 

本课程的理论性很强，几乎没有什么数值或函数的计算，其性质有点像中学 
里的“平面几何”课.因此希望读者在学习过程中，十分注意概念的叙述与理解， 
用心分析指导推理的思路，努力锻炼用严格的数学语言表达自己的思想，这是学 
好本课程的关键_应该看到，学好本课程所获得的，不仅是必要的知识基础，而且 
是理性思维的一次很好的训练. 


① 参阅 V • 季霍米罗夫:20世纪前叶的数学，数学译林，2001年第一期，292〜 302. 

② 参看注解①季霍米罗夫的文章•也可以看 Jean - Kahane 的 文章： Lebesgue 积分的产生及其影响，数 
学进展，第31卷第2期，200 2 年4月 ,97-106. 
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正如绪论中介绍的，我们要研究定义在上的函数在集合 EGR n 的积分， 
这就需要定义如 

\x ^ E \ ^f(x) < y,\ 

这样的点集的测度，为了使积分的定义可行并能应用，就必须研究这样的集合的 
运算及其一般性质_另外，在本课程中我们还会讨论积分同连续、可微之类的函 
数基本性态之间的关系，以及某些函数类的性质，这也需要集合运算做工具•因 
此本章从一般的集合入手，再转入讨论本课程所必须的中点集的一些最基 
本的性质. 


§1.1 集合及其运算 

集合是现代数学最基本的概念，它的严格定义只能由集合论公理系统给出， 
但在本课程范围内，只需要对集合有一个朴素的认识，即把集合看成是由一些确 
定的不同事物（或抽象的对象）组成的整体就够了.这些对象称为集合的元素， 
一 般用大写字母 HC ， …， Z ， y ， Z 表示集合，而用小写字母表 
示元素 . a 是集合4的元素记作 a e 读作 a 属于旬^不是集合4的元素记作 
a 庠弋读作 a 不属于儿元素与集合是不同层次的数学对象，它们之间只有属于 
和不属于这两种关系，二者必居其一.对于一些特殊的集合，如整数集，自然数 
集，正整数集，有理数集和实数集，分别用专门的记号（大写正粗体字母） Z ， N ， 
N + ， Q 和 R 表示，其中 N + 为自然数集 N 中除去0的集•集合的表示一般有两种 

方法，一种是把它的元素全部列举出来，例如， 

A = |1,2,3(, 

B = {1,3,5, *** ,2 k - 1，…1， 

前者是由三个数1，2,3组成的集合，后者是由全部正奇数组成的 集合； 另一种是 
用元素所满足的某种性质来刻画，例如，用/>(幻表示关于％的一个命题或条 
件，贝 ! J 

UI p(x ) I 

就表示全部使得 />( 幻成立的％组成的集合，例如， 

c = i (x,y) \x,y El R,x 2 + y 2 < 1 1 ， 



8 第一車集合与点集 


o = ip e n + |p < io l \p 为素数 1 ， 

c 就表示平面上的单位圆盘（不带圆周）， d 则表示小于 io 1() 的所有素数组成的 
集合. 

若是两个集合，而4的元素必定是 B 的元素，则记作或读 
作 B 包含4或4包含于凡我们引入两个逻辑符号， V 表示“对任意的”，3表示 
“存在”，这样，用符号来写就是 del V % e 4有％ e 这时也称4是的子 
集.若且则称集合4与 S 相等，记为，相等的集合由相同的元 
素组成 •若 4〔£?且4#扒4与 S 不相等），则称4是的真 子集 ，记为 

有一个最特殊的集合就是不含任何元素的集合，称为空集，记为0，它是为 
了叙述和运算的方便而引 进的. 还规定空集是任何集合的子集，因此可以写 
0 = e R | + 1 = 0} = i(x,y) e R 2 | + j 2 + 1 = o>c R 3 . 

下面介绍集合的运算. 

定义 1.1 对于给定的集合4与 s ， 由所有属于4 
或者6的元素组成的集合 U I 或称为4 d 

与 B 的并集 ，记为4 us (图 1.1). 若丨七为一集族 
(以集合为元素的集合称为集族， K 丨 ae / S ( iM a I a e 
/!，这里久是指标《所对应的集合，而 a 可以是集合/ 

的任意元素，/称为指标集），则它们的并集为 

Ul = Ul 3 a ^ I 使得 x ^ A a . 

a^l 

定义 1.2 对于集合4与 B ， 由所有既属于4又属于 B 的元素组成的集合 
称为它们 的交集 ，记为 xn b (图1.2) ; 集族丨4。丨@,的 
交为 

n 1 = u I 对于任意 a e /有％ e 人 1. 

«e/ 

若 4 nB = 0， 称4与 s 为不相 交的. 若对于集族 图 1.2 集合的交集 

Ma t 中的任意两个集合\与、 （ a ， 月 e J 且 oct ^/ 3 ) 

都有火= 0，则 j 4 a | ae / 称为两两不相交或互不相交的.由定义可见，一些 
集合的并集是由它们的一切元素合在一起组成的集合，交集则是由它们的公共 
元素组成的集合. 

例 1 丨 （％， y )e R 2 + r V0} 

=1( 文， R 2 \ X9^0 , - 00 < y < + 00 1 U i ( x , y) £ R 2 I - oo < x < 
+ oo ,y 7*^0 I . 

证明等式两边的集合相等，按定义只要证明左边的集合包含于右边的集合， 
同时右边的集合也包含于左边的集合.请读者自己把证明写出来.这个例子写出 
来似乎很复杂，其实意思是很简单的.左边的集合表示全平面去掉一个 原点； 右 
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边的第一个集合表示全平面去掉7轴，第二个集合表示全平面去掉％轴，这两个 
集合合并起来，自然就是全平面去掉一个原点，即等于左边的集合了. 

例 2设/是定义于 R 上的实值函数，则 

(J \ x \\ f ( x ) 1 ^ k \ = l^c I / O ) E Rl = R ; 

it = i 

nuh Ax) i ^ \/k\ = \x\/(x) = o}. 

k 二 i 

‘证明 先证明前一式.因为对于任意自然数 h 

U | I f ( x ) I ^ A ：} C U \ f ( x ) e R | (k = 1，2,…）， 

故 Cj \ x \\ f ( x )\^ k \ c \ x \ f ( x ) e R | •反 过来，因为 / u ) 取实数值，故对于 

k ^ I 

任意实数％，总有某个正整数 fc ， 使得1/(%) I 矣心， 从而％ e U I \ f ( x )\^ k 0 \ f 
进而 U U I I /(^)丨彡 W •即 U 1/ (幻 e Rl C U h I I / (幻 I 在 W •因 

A ： = 1 A = t 

此前式两端的集合互相包含，从而等式成立. 

再证明后一式_若％ e h u I I fix ) I ^ i / k \ ，则对于任意正整数 h 

A = 1 

1/(%。） 丨矣 1/ A ：， 因而 /(%) =0, 即％ £ \ x \ f ( x ) =0|. 反之若 ％ £ \ x \ f { x ) =0(, 
则 /(%) =0,因而对任意正整数 h 1/(%)丨 在 1/ k ， 这表示 x 属于所有的 

| 无||/(%)1矣 1/ W . 因此％。£广| 1 n ： I I /(^) I ^ l/k j . 合起来说明，后式两端的 

Jt = l 

集合互相包含，从而它们相等 • 口® 

本例子的第一个式子说明，任何一个实数，其绝对值总不超过一个正整数; 
第二个式子说明，一个数等于0,当且仅当对任意的正整数 I 这个数的绝对值小 
于等于 1 /L 

例 3设/是定义在 R 上的单调函数，证明它的间断点集/可以表示成 

y = U u | i /(^+ o )-/(^：- o ) i > i / k i . 

i = i 

证明 根据单调函数的间断点都是第一类的，若％是 / 的间断点，即％ e 入 
则 1 /( 1 +0) -fix -0)1 >0,因此对很大的正整数心有 I/U +0) -fix -0) I > 

1/灸。，从而％ e u u | i /(^+0) >1/ W ， 这说明 

y c (j uii / 0 + o )-/ o _ o ) i > i / k \ . 

k = l 

反过来，若 


①以后用□表示“证毕”. 
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x 0 E ) x I f(x + 0) - f(x - 0) I > l/k \ , 

* = l 

则有正整数心，使 1/(% +0) - f { x , -0)1 >1/心，因此更有 1/(% +0) -/(^ 0 -0 )l 

>0,即 x D £ /，这说明 

00 

U U 1 1 /O + 0) -f(x 一 o) I > i/k\ c j. 

k = 1 

正反两方面的证明说明，题中等式两端的集合互相包含，因而它们相等 • □ 

这个例子的意思很简单，它只说明两点，第一，单调函数的间断点只有第一 
类间断点.因此，％是/的间断点，当且仅当1/(% +0) _ f ( x 0 -0)1 >0. 第二 ，一 
个数是正数，当且仅当存在正整数 h 使得这个数大于 1 /L 
定理 1.1 集合的交与并满足下列运算规律： 

( i ) 交换律 AUB^BUA, 

( ii ) 结合律 AU(BUC) =( AUB ) UC , 

An(BDC) =(ADB)nC ； 

( iii ) 分 酉&律 AD(BUC) = (A D B) U (A n C), 

au(bdc) = (^ub) n (Auc). 

这些运算规律还可以推广到任意有限或无限个集合的情形.例如，对于集合 
4和集族 Klc 有 

4 门 (U 〜 ) = U M n ， A U ( ri - n U B a ). 

^ aG f ’ I ' oc E / ’ at E / 

它们与数的运算规律很相似，可在应用中熟悉它们，证 
明留给读者. 

定义 1. 3对于任意集合4与 S ， 集合 

\x \ x E ： A,x 0. B \ 

称为 4 与的差（集），记为(图 1.3). 

例 4设/是 IT 上的实函数，令 

A = \ x \ f ( x ) ^ 0\ , B - \ x \ f ( x ) = 0( , C = 1/(^) < 0) , 

M A\B = U \ f ( x ) >0( ,4 \C = 0 ,B\C ^B,C\B ^=C\A = C, 

在有的问题中，往往所讨论的集合都是同一基本集合 X 的子集，这时称 X 
为全集•若 4 CX ， 则记为，，称它为4对于 X 的余集（或补集） •求集 合的余 

集其实是特殊的求差 运算. 例如实变函数的定义域都是的子集，因此，若某 
函数的定义域为五，则 EcR\mE c 即指 R n \E. 

下面是集合的差与佘的一些基本运算规律，证明留给读者. 

定理 1.2 设4 J 都是全集 X 的子集，则 

( i ) A\B =ADB C ； 

( ii ) (A\B) nc ^AH(C\B )； 
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( iii ) 若则， C 5 e ; 

( iv ) 若 4 PlB = 0， 则 BC ， ； 

( v ) ( A c ) c =4. 

下一个定理说明，求集合的余时，交与并这两种运算在某种意义下有对偶 
性，因此又称为对偶性定理，它在化简集合的运算方面很有用. 

定理 1.3( De Morgan 法则） 任意个集合的并的余集，等于它们每一个集 
合的余的交集;任意个集合的交的余集，等于它们每一个集合的余的并集，即 

(u kY = n (n 心 ）、 u ( 

X ae/ 7 aE/ V ctei , a^l 

证明 仍然是证明等式左端和右端的两个集合互相包含.先证明前一个 
等式. 

若义 e ( u ，则％疟 U < . 因此对任意 a e /，有 X 疟七，从而对任 
意 a e /，％ e <，而这就是说 x e n 于是 ， (Uc A 义. 反过来，若 

aG/ ' ae/ 》 a£/ 

% ^ f \ A c a ，则对任意 a e /，％ E 尤，故; I ： 〆 久 （对任意 a ^ I )，因而％疟 U 久，于 

aSI ael 

是％ e (匕 m « r ，这就是说 n c ( u 久 r . 正反两方面的证明合起来说 

^ ae / ’ aG / ^ aG / ’ 

明第一个式子成立. 

第二个式子的证明留给读者作为练习 .口 
例5利用德摩根 （De Morgan ) 法则重新证明例 3. 

证明 由于/是实值函数，故 

U I I f{x +0) -f(x-0) I > 0) = u I I f(x^0) -f(x-0) I = 0[ c , 
j I I f(x + 0) - f(x - 0) \ ^： l/k\ = 1 x I I f(x + 0) - f(x - 0) I > l/k \ c , 
从而由 De Morgan 法则， 

J = j x I I f(x + 0) - f(x - 0) I = 0} c 

ce q 

- (P| U|l/O+0)-/O-0)l^l/A：}) 

^ k^l / 

QO 

=U U I I f(x +0) -f(x -0)1^ l/k\ c 

h = l 

cc 

=：(J \x\\ f(x +0) -f(x~0)\ > l/h\.\J 

k = l 

下面引进集列的极限概念，读者可以把它与数列（特别是单调数列）的极 
限进行类比，会有助于理解和掌握. 

定义 1.4 若集合列满足 






12 第一章集合与点集 


A , CA 2 G (=<(：•••， 

则称为渐张集列，若它满足 

^1 D A 2 D "- D A k ^ •** , 

则称为渐缩集列.渐张集列与渐缩集列统称为单调集列 • 

若是渐张集列，则称 Cj <为丨<丨的极限 （集 } ;若1<丨为渐缩集列，则 

^ ^ 1 

称<为|4,丨的极限（集）；单调集列 M fc 丨的极限记为 

i = i 

注意，单调集列1<丨的极限是由属于无穷多个皂的元素组成的，也是由属 
于这个集列中某一项、以后的一切（即所有的& >幻火的元素组成的. 

例6设/是 R 上的实值函数，若记 A = ，则丨是渐张集 

列，于是 limA = U = R ;若记 A = U | \f(x)\ <l/k\ ，则丨是渐缩集列， 

^ 00 k = i 

于是 UmB k = n = U 1/ U ) = 01为 / 的零点集. 

w k = i 

若 / 是单调函数，记 Q = u I 1/(1+0) —/( x -0) IS 1/ M ，则丨是渐张集 
列， limC A =(j c h = /(/ 的间断点集）. 

00 4 =] 

定义 l . s 对于任意集列丨，由所有属于无穷多个火的元素组成的集合 
称为的上极限集，记为由属于某一项以后的所有么的元素组成 

灸― OD 

的集合称为丨的下极限集，记为 ㉟ ^ A . 当时，就说丨是收敛 

k —— ► a 00 A —— ► 00 

的，并将4 = HmA k 称为丨的极限，记为 

上、下极限集用&号来表示就是 

HmA k = U | 彐无穷个 A : ，使得 x E A a .| , 

k—^oo J 

UmA k = U I 彐 K ， 当左 > 尺时，％ e <1. 

k—^oa 

由定义可见，对于任意集列总有皂，但是上、下极限可能不 

厂二 4 一 * 

相等.然而若丨是单调集列，则必存在集4 =&皂= UmA k . 因而，单调集列必 

定收敛，并且其极限与前面单独定义的相同. 

例7设乜 =[0,2] cR ，^ = [ l ，3] CR(/c e N + )，可见 ii ^ l A = [0,3]， 

k — ► oo 

化火 = [1，2]， 故不收敛. 

k ― ► 00 

从下一个定理可以看出，集列的上、下极限可以用这个集列中的集合的交与 
并表示出来，从而它不能算作一种新的运算. 

定理 1.4 对于任意集列 U A 1 有 
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_ 00 00 00 00 

lim 火 = p| U A k ； = U Pi A. 

； = 1 k=j w ; = 1 k =j 

证明仍然是证明等式两端的集合互相包含 . 首先，若 f elim 史，则有正整 

A— 

数的子列 U ) I \ E N + , A： y < k j + l J = 1 ，2,… 1 ，使得 x e \(y = 1，2,…）.由于 
⑼ ，故有 d U (•/= I ， 2 ，".），从而％ e 6 1 > 14，此即 1 ^ 4 *<^( ：； | U A k . 

k 卜 i k，j A_> ® ；■ = i * =； 

oc 00 oo 

反过来，若 n U 4 ，则对每个 N + ， 有 xe u A ， 从而由并集的定义 

k-j k=j 

知，存在正整数使得％曰因为这样的 '组成一个无穷序列，所以太 
_ 00 00 

eli^^ ， g(3 p| 匕 | 火 c \i^A k ，故前一个等式成立 • 

00 y=i k^j 00 

关于第二个等式，首先可证 (lim 火 f 然后利用已经证明了的前一 

式以及 De Morgan 法则即可得到 • 读者可按此思路写出详细证明过程 .口 
例 8 设 / 和 / ；， / 2 ,… 都是 f 上的实值函数，试证明 


I iim/ A (^) = f(x) j = n u n 1 1 a(^) -f(x) I < l//}. (l) 

1 A —* l=\ j=l k=j 

证明按照极限的定义 ， I e 使 Hm / A ( x ) =/0) 即是，对于任意正数 e ， 

ft — ► oo 

只要 &充分 大就有 \ f k ( x ) - fix ) I <6 因此 

{ ^ e Rn lim/〆％) = f(x) } = n limU I 1 乂 （ A：) -/O ) 丨 < £rj. 

L * 一 J o < … Jt=^T 

但是可证 

n lim 1^ I 1 fk ( x ) ~ fi x ) 1 < = n lim U I I fk ( x ) ~ f ( x ) t < l//(, 

fiG (0,00 ) l = \ k-K» 

从而 


卜 lim / “幻 = f ( x )\ = P | \ im\x \ \ f k ( x ) ~ f ( x ) I < \/l \ , 

1 卜 * i = i 

再用定理 1.4 中的下极限集的表示式代入，即得所需结论 .口 

从极限的定义看，等式 （1) 其实是容易理解的.事实上，％属于左边的集合， 
满足 Hm / A ( x ) = f ( x ) 属于右边的集合，是指对任意正整数/，存在人使得当灸会 

K ~ ► 00 

7时， \ L ( x ) - f ( x ) I < y . 这两者当然是等价的 _ 因此，可以说，这个等式只是用 
集合论的语言把极限定义描述出来而已. 


由于在五内 1 /U 不收敛到/的点之集（包括使 U (幻1无极限以及 U (%) 1 
虽有极限但极限不是 /( 幻的点幻是五\丨％ E E | lim / 〆 ％) ~ f ( x ) I ，因此由前面 

人一 ► oo 

已证的与 De Morgan 法则，立即可知 
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\ xGE \ \ f h ( x ) \ 不收敛到 /( 幻 | = ^\ 0 lunU ^ E \\ f h ( x ) - f ( x ) I < l / l \ 

l = 1 A— 

= U lim U e £； I I / a (a:) -f(x) I ^ 1//1 

/ = 1 

-u n u u e e 11 f k { x ) ~ f ( x ) I ^ i // i . 

/ = 1 y = 1 A = _ / 

其实，这最后一个等式，从极限否定意义的说法看，也是不难理解的.事实 
上，％属于最左边的集合，是指 UU )! 不收敛于 /( 幻 p 属于右边的集合，是指 
存在一个正整数 z ， 以及无穷个 I 使得 \f k (x) -f(x) I 彡 i / z . 这两者当然是等 
价的. 

函数列的收敛点集和不收敛点集的这种表示，对以后研究函数列的收敛情 
况很有用处（参见第三章 §3.2). 

最后再介绍一种集合的运算，有时用它表示一些集合显得很方便. 

定义 1. 6对于任意给定集合4与 B ，由4的任意元素％和 S 的任意元素 y 
组成的所有有序对 0， y ) 的集合，称为4与 B 的直积 （或 笛卡儿 （ Cartesian ) 积）， 
记为4 x 5,即 

A x B = \ (x,y) \ x A ,y E ： B \. 

例如，|1，2,3| x |0,1} =|(1, 0),(1,1),(2,0),(2,1),(3,0),(3,1)}； 

R 2 = RxR = I ( x , y ) I e R (； 

= R ra 1 x R = R x = 1(%"：^ ，…， | \ e R , i = l ，2，".， ra }. 
显然，一般 儿例如当 4 = R | x ^0},^ = |x £ R | a ^0! 时， 

A xB = \ (x,y) G R 2 U >0 ，y 客 0|( 第四象 限）， 5 x 4=10 ， y ) |尤名0,7彡0}(第 
二象限），二者不相等. 

§1.2 集合的基数 

集合的基数描述的是，集合包含多少元素.如果集合是有限集，即元素只有 
有限个，则元素的多少可以用一个自然数表示，数值大自然就表示元素多.但如 
果集合是无穷集，该怎样表示元素的多少呢？是否可以认为所有无穷集的元素 
都一样多（即不能区别它们元素有多少）？无穷集元素的多少，靠数 （ sha ) 是数 
( shti ) 不清的，因此需要寻找一个比较两个集合（主要是无穷集）元素多少的方 
法，这就是——对应. 

先看有限集的情况.例如，一个集合是在座的学生，一个是教室中的椅子，如 
果不去数它们，怎样判别这两个集合的元素究竟谁多谁少？我们可以让每个学 
生都坐下来 ，一 位学生坐一把椅子，不同的学生坐不同的椅子.谁都知道，如果有 
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椅子没有学生坐，则椅 子多； 如果有学生没有椅子坐，则学生多.说明白一点就 
是，让每个学生对应他坐的椅子，这是一种 一一 对应，如果全体学生与全部椅子 
一一对应，则两者的数目一 样多； 如果学生只与一部分椅子（椅子的一个真子 
集）对应，而不与全部椅子一一对应，则椅子的数目就大了（椅子多了）.用这个 
思想去考察无穷集，就能判定无穷集元素的多少了.下面我们先用映射的语言把 
一一 对应说清楚. 

定义 1.7 设 U 是两个非空集合，若存在一种对应关系/，使得每个％ e 
X 都有惟一的 y E F 与它对应，则称/为 X 到 r 的一个映射，记为 

同时称 y =/(4 为％在映射/下的像，％为 y 的原像.若对每个 y e r 存在 ; c e 
夂使得 y =/ (幻，则称 / 为 x 到 F 的满射. 

很明显， R — R 的映射就是实值函数， R 2 — R 的映射就是二元（实）函数 . R " 
— C (复数集）的映射就是 （ n 元）复值函数.可见，映射是函数概念的推广（现在 
很多数学书已不严格区分“函数”与“映射”这两个概念，但数集（或点集）到数 
集的映射习惯上仍称为函数）. 

若 4 CX ， 全体％ e 4在映射下的像组成的集合称为4在/下的像 
集 ，记为/(4)，即 

/⑷= 

按像集来说， / j — F 是满射指的是/( X ) =K 

定义 1.8 对于/:尤― L 若任意的 E X ，只要〜就有 / U ) 笋 
/( h )， 则称/是 X 到 K 的单射. 

单射是指 X 中不相同的％有不同的像，即没有两个不同的％有相同的像.回 
忆反函数的概念便可推知，若 /: x ^ y 是单射，则/在 x 的像集/( X )中具有逆映 
射厂 S / U )— K / U ) ciO , 即对任意的 y e /( z ) 存在惟一的％ e z 使得 y = 
/ O ) 或％ =/ — 1 0). 

定义 1.9 若/ r 既是单射又是满射，则称/为 X 到 F 的 一一 映射. 
注意，若/是 X 到 r 的一一映射，则对每个％ e X 有惟一的 y e r 与它对 
应.反过来，由于/既是满射又是单射，故存在逆映射/ 1 ，其定义域是整个的 L 
从而对每个 y ^ Y 有惟一的一个 x ^ X 与之对应，使得 y =/(幻或^ =/ ~ l ( r ). 
这样就在 X 与 F 之间建立了一'个一^一'对应关系. 

从单射的定义立刻看出，若/是单射，则/是 X 到/( X )的一一映射. 

现在我们可以说，若对于集合 x 与 y ， 存在一个一一映射/，使得 / u ) = I 
即在 x 与 y 之间建立了一个 一一 对应，则可以认为 x 与 f 的元素一样多. 

定义 1. to 若存在一个由集合 x 到集合 y 的 一一 映射，即集合 x 与 y 之间 
存在一^一 •对应 ，则称 X 与 F 是对等的，记为 X - Y . 
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前面讨论的结果用这个定义来说就是，对等集合的元素一 样多. 
对等关系显然具有下列 性质： 

(i) (反身性）; 

(ii) (对称性） 若尤〜 L 则 Y-X ； 

(iii) (传递性） W \ X - Z . 

例 9自然数集与偶数集是对等的. 

因若取 / U ) =2 n (n G N ) ，则/是 一一 映射： 

0，1，2, 3，4，5 ,…， n …， 

I I t I I t t 


0，2，4，6，8, 10，, 2 n , …. 

例 10 实数区间（ - tt /2， tt /2) 与 R 对等 • 

这是因为 y = tan % ( V % G ( tt /2 , tt /2 )) 是区间（- tt /2 ,7 r /2 ) 到 R 的 - 

映射. 

从这两个例题我们看到，有的无穷集可以对等于它的某个真子集•下面的定 
理说明，其实这是所有无穷集共有的特性.由此可知，对于无穷集 X 与厂只凭尤 
对等于 P 的某个真子集，就说^的元素比 Z 的多，这是不合理的. 

定义 1.11 与自然数集 N 对等的集合 称为可列集 . 

定理 1. 5每个无穷集必包含一个可列子集. 

证明 设4为无穷集，则存在％ £ 1而 4\ Uol 非空，因此又存在£ 

^\ Uol ，且4\丨％，七丨非空.重复以上推理即可见，存在可列子集 U Q ， ai ，％，•••， 
，… | CA . □ 

定理 1. 6 4为无穷集的充分必要条件是4与自己的某个真子集 对等. 

证明 必要性•设 4 为无穷集，则存在％ e 而屯 =^\ I a 。 丨仍为无穷集， 
故由前一定理，存在可列子集 Up %， …，〜，…丨 CA 0 , 作映射/:4。—4如下，对 
于任意 x e /4。，令 


f ( x ) 


l j -" X - a 人 j : 1，2,…）， 

%， 其他. 

显然是4到4的一一映射，故而屯是4的真子集. 
充分性显然，因为有限集不可能与它的任何真子集对等 .口 
推论 若4是无穷集， S 是可列集， 

证明留给 读者. 


知道了无穷集的这个特性，现在我们自然地可以认为，如果 X 与 F 的一个 
真子集对等，但不与 F 本身对等，则 X 的元素少于 F 的元素.然而对此还会有以 
下 疑问： 


问题1 是否可能有不对等的两个集合 x 与 r ， x 与 r 的一个真子集对等， 
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同时 F 又与 X 的一个真子集对等.如果可能，岂不是 X 的元素少于 F 的元素，同 
时 y 的元素又少于 X 的元素，这就有矛盾了. 

问题 2 —个无穷集可以对等于它的真子集，因此，给一个集合增加一些新 
元素，结果可能得到的还是元素与原来“一样多”的集合.那么，是否真正存在不 
同的无穷集 X 与的元素比 X 的多 • 

我们先来回答问题1，答案是否定的，这就是下面的定理. 

定理 1. 7 ( 伯恩斯坦 （ Bernstein) ) 若集合 X 与 F 的一个真子集对等，同 

时 y 与 X 一 个真子集对等，则 X 与 r 对等. 

在证明之前，先分析一下证明的思想.设/4 X 都是单映射，并且 

f(X)^Y,g(Y) #尤（否则/或 g 是尤与 F 之间的一一映射，定理成立），见 
图 1.4. 

下面我们设法由/，&来构造 I 到 F 的一个—— 对应. 由于/只实现 Z 与 
/( X )的一一对应，达不到 X 与 F 的对应.只好缩小夂考虑 ECX ， 用/实现£与 
/( 五）的对应，而用客实现 八 /(幻与 g (八/(幻）的对应.但这时可能有五与 
客（八 /(£)) 相交，对应又不 一一 了.因此只有考虑那些使 £ ng ( r \/(£)) = 0 
的£(见图 1. 5) ，但这时 £ Ug ( l \/(£)) 又可能填不满 x 解决的办法是考虑具 
有上述性质的£，然后尽量扩大它，看能不能最后达到 £ Ug ( l \/(£；)) 填满 


了兄 



Y 



证明设/ $都是单射，且兄考虑集合族 

r = \ E\E C X,E n g ( t \ f ( E )) =01. 

令 A =\J E, 

£g r 

我们来证明 j e 尸.事实上，对任意五 e r 有五 ng ( i \/(£：)) =0，由于/(£)匚 


/(4)，可知 
因此 


e n g(}\/(A)) = 0, 

U £) n g (y\/ ⑷ ） = 0 ， 

Eer ' 
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即 


an g ( Y \ f ( A )) = 0 , 


故4 e 尸，因而按包含关系来说，在尸这一族集合中4是最大的.下面证明 

A U g ( V \/( A )) = X . (2) 

用反证法，如果不然，则存在％ e X ，使得％ 疟 4 Ug ( l \/ M ))， 即有％ 洚 4且 
%洋 g(Y\f(A)). 这时必有 A = U 4 e 厂，即在厂中4不是最大的.这是 

因为，由％ 疟 4知/(%) 疟 /(4)，故 /(%)e Y\f(A), 从而由以及 

an g (}\ f ( A )) = 0 


知 


An g (}\ f ( A 0 )) = 0. 


而显然 


联合这两个式子便得 


U 0 i n g (}\ f ( A 0 )) = 0, 


Mu U 0 1) n g (}\ f ( A 0 )) ^ 0, 


这就证明了 A e r . 但这与 a 是集族厂中最大的集合矛盾，从而 （ 2 ) 式成立.现 
在定义 


F(x) . r f(x) ^ xGA ^ 

, X S g(Y\f(A )), 

则 F 是尤到 ^ 的一一映射 •口 
例 11 [ -1,1] 〜（ -1,1). 

证明取 /( 幻 =x/2(x e[ -1 ， 1]) ， 则 /:[ -1 ， 1] —[ -1/2, 1/2 ] 是 一一 
映射，而 [-1/2 ， 1/2]C( -1 ， 1) ，又取尽（ 7) = y(y e( -1 ， 1 ))，则 g:( -1 ， 1) 
—( -1 ， 1) 也是 —— 映射.故根据 Bernstein 定理，知 [ -1,1] ~( -1,1). 

读者可试着真正找出一个 [ -1，1]与（_1，1)的一一对应关系. 

现在可以根据前面关于集合元素多少的讨论给出正式@定_义. 

定义 1. 12若4则称4与5有相同的基数，记为叉=言;若4与 B 的某 
个真子集对等，但不^ ^本身，则称/ I 的基数小于6的基数（或 B 的基数大 
于4的基数），记为3 〈言 （雙 ———— . 

与数的不等关系类似 J 彡；的意思是又 〈言或 1 =言,即4与 S 的一个子集 
对等. 

集合的基数是自然数的推广，它描述（或表示）集合具有多少元 t 对于有 
限集（包括空集）， t 就是这个集合的元素个数，即某个自然数.例如，言=0,又 
若4= U ，6， cl ，则1 = 3.对于无穷集，基数代表所有与此集合对等的集合的共 
同属性（元素的多$相_同）.定义_,基_[可以比较大小，并且这种大小关 
然满足传递律 :若又 < i 且 i <3,贝 IJ I <芒 Bernstein 定理告诉我们，不存在 I <言 
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而同时的这种可能，或者说，若4 又 SOI ， 则4 这就回答了问 

题 1. 

下面再来讨论问题2,即是否所有无穷集的基数都相同. 

由定理1_5看到，从包含关系来说，可列集是最简单的无穷集，其基数也就 
应是最小的无穷基数，现在把它记为 X 。（读作阿列夫 （ Aleph ) 零）.下面先讨论 
一下可列集的运算性质，看运算结果是否仍然可列. 

可列集是与自然数集 一一 对应的，故它的全部元素必定可以排列出来（成 
一序列）.即若4是可列集，则一定可以 写成： 

^ = \ a { , a 2 ^- , a ky ^- \ , 

反之，元素可以排成序列的集合必为可列集. 

定理 1.8 两个可列集的并是可列集. 

证明设4 = I a " a 2 ，… ， a A ，… } y B = j \ ，…， \ ，… 1 .若4 Pi B = 0 ， 贝!] 

A U B = I ，厶1， a 2 ，厶 2 ，…，，…1， 

可见是可列的.若则在列举的元素时，凡是遇到前面出 
现过的就去掉，结果 Jus 的元素仍可排列出来，即仍为可列集 .口 
例 12整数集 z 可列. 

这是因为非负整数可列，又显然负整数也可列，故作为它们的并集，整数集 
也可列. 

定理 1.9 可列个可列集的并集是可列集. 

证明设岑（纟=1，2,…）是可列集，类似于上一定理的证明，不妨设所有的 
A i 互不相交，即 ^ i C \ A j = 0 (ij = l ，2 ，…， i 參 f ), 记4 = i a ii ， a i 2 ，…，〜，…丨= 
1 , 2 ,***). 

我们可以先把0次的全部元素写成矩阵形式（每个岑成一 行）： 

i = 1 



然后按图中箭头所表示的次序，把这些元素排列出来，即 

00 

LJ = 丨 a il ， tt 12 ，， fl 13 ， fl 22 ， a 31 ，。 14 ， fl 23 ， fl 32 ， ®41 ，… 1 • 
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例13全部有理数构成可列集. 

证明① 首先证明，[0，1)中的有理数可列.这是因为，它们是零与全部真 
分数，可以写成 

0 

1 

T 

1 2 


1 2 3 

T T T 

12 3 4 

y y y ^ 


可见能排成序列（同前面一样注意，在排列的时候，去掉与前面重复的数）. 

② 由[0，1)中的有理数可列易知，对于任意整数 A, [1^ + 1) 中的有理数 
可列 • 

③ 由于 

Q = U 

其中 Q* 是4八+ 1)中的有理数集，故 Sib 定理 1.9 知 Q 可列. 

例 14 R 2 中的全部有理点 

Q 2 = 1 (x,y) | a; e Q,y G Q} 

是可列集. 

由于 Q 2 是可列个平行于 x 轴的直线上的有理点集的并，所以这个例题实 
际上是定理 1.9 与例13的推论. 

对 n 用归纳法可知，对任意 n 9 R n 中的有理点集是可列集. 

有限集与可列集统称可数集. 

显然，可数个可数集的并是可数集，可数集的子集必可数. 

例 15由 R 中任意个互不相交的开区间（可以包括 （- 00 ，6)，（a， + 00 ) ， 
(- 00，+ 00 ) 这样的区间）组成的集合是可数集. 

证明 设4由 R 中的某些互不相交的开区间组成.显然，对任意正整数友，4 
中长度大于并且与[0，1)相交的区间最多有 A 个，若用火表示它们的集合， 

则么为有限集•而4中所有与[0，1)相交的区间之集等于火，是可数集.同 

k = i 

理3中所’有与 [n，n+l)(n 为任意整数）相交的区间之集也是可数集，而4就等 
于这些可数集的并集，从而是可数集. 

例 16在任意区间 U，6) 中单调的函数的间断点只有可数个. 
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证明不妨设函数/在 U ，6) 单调上升，则/在％间断当且仅当/(%+0)- 
f ( x 0 -0) = lim f ( x ) - lim /(%) > 0.于是，每个间断点％。对应一个开区间 

X— + 0 - 0 

(/(% -0) J ( x 0 +0)) ，不同的间断点所对应的这种开区间一定互不相交.而由 
前一例题知，这样的开区间可数，从而/的间断点可数. 

可数个可列集的并仍可列 • 因此要回答问题2,必须首先证明，存在不可列 
的无穷集. 

定理 1. 10 实数区间 [0 ，1 ] 不可列. 

证明 用反证法.若[0，1]可列，则可写成 

[0,1] =丨〜，％，…，〜，… 1. 

现在把[0，1]三等分，总有一个（闭）子区间不含力，记为/,，于是/ 1(= [0，1]， 
0 A . 再把 A 三等分，又总有 A 的一个（闭）子区间不含％，记这个子区间为 
/ 2 .于是如此继续下去，便得一个区间套: 

[0,1] D A 3 / 2 D … 〕 I k D …， 

使得 A = 1 , 2 ,…）•根据区间套定理，存在 fe n /, c [ o ， i ]. 于是由 

“1 

f e [ o ， i ] 知 J 必为某个 而乂涔 /* 与 f ^ /* 矛盾.这就证明了 [ 0 ， l ] 不 

k = l 

可列. □ 

读者不难证明，闭区间[0，1]与开区间（0，1)对等，又（0，1) , +00 ) 

= R 因此全部实数是不可列的. 

实数集的基数记为 N (读 f 阿列夫），称& 连续统 基数.上述定理表明 

R = K > K 0 = N . 

因此，确实存在元素比自然数更多的无穷集，这就回答了问题2•但是，还有元素 
比实数更多的无穷集吗？回答是，有的！下面先证明正整数集和实数区间的一 
种关系. 

为了方便起见，以后把任意集合4的全部子集构成的集合称为4的 幕集， 

记作 

定理 1. 11 实数区间[0，1]与正整数集 N + 的幂集对等. 

因此，作为定理 L 10与定理 1. 11的一个显然的推论是歹 ( N + ) 

证明 对 N + 的每个子集即对任意4 e 妒 （ N +)， 令 

rl , 当 i e 4， 

CL - — < 

lo , 当 i 痒七 


_ a 

X 歹 e [o’ 1 ] ’ 

i = l J 


则 
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显然4— 构成了妒 ( N + ) 到[0，1]的一个子集的——映射，这就证明了 

少 （ N +) ^ R . 

反过来，对每个实数％ e (0， l ]， 都有惟一的二进 表示： 

cc 

x = a i’2 l ， 

z = 1 

其中= 0或1 ( 规定0不能做循环节），令 

A = U e N + I a ， = 1 1 ， 

则 4 是 N + 的一个子集，从而这种对应构成 （0，1] 到免 （ N +) 的一个子集的 一一 
映射.这就证明了 T ^ TT 矣妒 （ n + ) ，即 r ^ FTnTT . 

综合上述两步，由 Bernstein 定理知，妒 （ N + ) =1. □ 

为什么在证明中，第一步要用数的三进制表示呢？因为这样可以简单地保 
证映射到它的像集是一一的. 

注意，如果4是有限集，则它的基数就是4中元素的 数目. 设4有/ I 个元素, 
这时4的全部子集的数目为 + C 〖 +… + C : = 2 n ( c k n 为 n 个对象中取 A ： 个的组合 

数，它等于4的 有&士 元素的子集的数目），即若又=〃，则 TOT =2". 类似于此， 
对于任夢集合1若我们把4的幂集妒 （4) 的基数表示为 2 a ，即= 
2 a ( a - A ), 用这种写法，定理 1. 11就是说连续统基数 K =2 k «> K 0 . 

例 17 R 2 ~ R ，即平面点集的基数也是 X . 

证明 R -^( N ) 〜少 （ Z \ N )， 而根据直积的定义，容易看出^ ( N ) x 
妒 （ Z \ N ) ~^( Z )， 因此 

R 2 = R x R 〜妒 （ N) x 妒 （ Z\N) 〜妒 （ Z)(N). □ 

由此可知，对任意〃， R n 〜 R . 

下面的定理将最后彻底回答问题2:对于任意集合，都有元素比它多的 
集合. 

_ 定理 1 .12( 无最大基数定理) 任意集合4与其幂集沪 （4) 不对等，从而 
A < W { A ). 

证 明用 反证法.如果不然，设某集合4与其幂集妒 M ) 对等（由于言= 
0 <1 =外0)，故4尹0)，即存在——映射 ./ : 4—妒 M ). 作4的子集 

B = U e 4 | % 0f(x )[ , 

由/是4至妒 M ) 的——映射知，存在 y ^ A 使 /( y ) : B . 

这时，若 y e 5,则由 B 的定义知 y ^/( y ) =圮但这与假设 y e S 矛盾； 又 
若 y 瘁 圮这 也就是 r 0 f ( y ) ，按 B 的定义知 y e B ， 这也是不可能的.元素: k 与 
集合 S 仅有的这两种关系都不成立，说明这样的映射/不存在，这也就证明了 4 
与妒 M ) 不可能对等. 
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然而，任意非空集4总可以与少 （4) 的一个子集对等（对于 X e 令 /( 幻 
= ui ， 则/是 a 到妒 M ) 的单射），故总有又矣但前面已证又# 

因此 □ 

这样，我们可以按基数的大小把全部无穷集分成无穷多个层次，同一层次的 
集合有相同的基数•基数有最小的但没有最大的，无穷集当中基数最小的是可列 
集.任何无穷集添加或去掉一个可列集，其基数都没有变化. 

可列集基数 N 。 和连续统基数 K 是两个最重要的无穷基数，以后会用得 
较多. 

§1.3 R ” 中的点集 

本书的目的就是建立 R " 中点集的测度理论以及 R " 上函数的 Lebesgue 积 
分，因此我们还要从一般集合的讨论回到 R " 中的点集来 . R n 是一个有内积（从 
而有距离）的线性空间，用分析和集合论的方法去研究其中的点集，形成了丰富 
的理论，但是这里只准备介绍一些与我们的主题有关的内容. 

按照代数的定义，一切有序（实）数组 x = (\ ，乂 ，…，； O E R，i = l ， 

2, …， n ) 的集合，在其中定义了加法、与实数的数乘及内积，就称为 ri 维（实）欧 
氏空间，记为 R n R n 的子集称为 U 维）点集，其元素称为 U 维）点（代数中称为 
向量）.一维欧氏空间 R 1 是实数域，即 R 1 = R . 〃维点集与一般集合最大的不同 
在于，点之间有距离，数学分析中利用它定义了 R " 上点列和函数列的极限，在 
这个基础上可以进一步开展分析学和拓扑学的研究.对于1 
y = (ri ，:…， yJ e R n ， 它们间的距离 d ( x ， y ) 为 

d { x , y )= 

特别 < 称为％的模，记作 U I •因 此， = U - j I . 

\ t = 1 

一 类特殊的点集 5(%，，）- lr G R n I lj <rf (其中％ e R rt 为定点 ， r > 
o ) 称为以 X 为中心 ，/ •为 半径的 （ n 维） 开球， 也称为 X 的邻域 .云 （ rc ， r ) = 

丨 y e Y 丨 ly - d 矣 riu ， r 同上）称为以 x 为中心的闭球，点集丨 R n | l r -^l 
= r } ( 无， r ) 称为相应球的球面. 点集/ = | 无 = {x x ,x n ) \a { < 

<\，i = l ，2, …，〃丨（其中所有 a i 为常数）称为（〃维 ） 开矩体. 若将/ 的定义 
中的不等式 a i < x i < b i (i = l ，2,…， 《) 全改为 卜或 ，则相应的 
点集改称为闭矩体或半开矩体.数 卜-七 （/ = 1，2,…，;0称为矩体的边长，边长 

全都相等的矩体称为方体.球和矩体是 R " 中两类基本的点集，当 〃 =1 时都是 
直线上的区间，因此它们都是区间的推广.对于 1 T 中的点集£， 
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diam E - sup | I x ~ y \ \ x ,y £ E \ 

称为五 的 直径. diam £ < oo 时 £ 称为有 界集； diam £： = + 00 时£： 称为 无界集 .一 
个点集或有界或无界，非此即彼 • 点集 E 有界的充分必要条件是，它包含在某个 
闭球或闭矩体内. 

对于点列丨，若存在定点％。使得 lim I - X 0 I =0,也就是对于任 

4^ 00 

意正数 h 存在正整数％使得当时必有<1则称％为这个点列 
的极限 ，记为 lim 〜=%，并称丨\丨为收敛 点列. 在几何上 Hm \ 是指，对于％。 

► 00 k~^ 00 

的任意邻域 B ( x OJ e )( s >0) ，存在正整数 7 V ， 当 A >7 V 时，所有乂都跑到这个邻 
域中了，即 h (当& >7 V ). 由于一个（无穷）点集包含许多不同的点 

列，因而可能有很多不同的子列极限，这就导致下述定义. 

定义 1. 13 设 EcR \ x 0 ^ 的一点（不必属于五），若存在由互不相同 

的点组成的点列（以后简称 为互异点列） U A 1 C £， 使得 lim 〜 =%， 则％ 称为 E 

fc— > 00 

的聚点 A 的所有聚点之集称为 £的导集 ，记为 £ 内的点若不是聚点，称为 £ 
的 孤立点 （即冗 W 的点） . 

因此，对于点集 E ， 点 x 的任何邻域（不论半径多小）内，若除％ 之外总有 E 
的点，则％为聚点，也就是 E 的子列极限.若％属 E 又不是聚点，则在％的某邻域 
内，％是惟一属于 E 之点，当然“孤立”了. 

定理 1.13 设£：匚1^，点％ e R n 是£的聚点的充分必要条件是，对任意 

的 e >0,开球含有£的无限多点. 

证明 若％ 是芯 的聚点，则存在互异点列 Ud C 芯使 =0, 因此 

k ——^ 00 

对任意的 e > o , 存在正整数 '使得只要& > yv 就有 I 、< &也就是满足 
的点心 （£ 的无限多点）都在开球 B ( x 。 〆 ） 之内. 

反过来，因在 s (%， i ) 内有五的无限个点，可先在其中取一点七 e e 且力 
/无 0 ,再在 B ( x 0 ,£ 2 ) { e 2 = min ( \ x x -^1,1/2)) 中取一点 e £：且 ％ ，如此 

以往，对任意正整数 t 令〜 = min ( 1^.! -%丨，2“ + 1 )，总可在扒％，心）内取到 
这样得到互异点列 UJ C £， 并且 lim 〜 =%.因此％是£：的聚点 .口 

it—► » 

这个定理对判断点集的聚点很有用，由此，在聚点附近一定聚集着相应点集 
的无限多点，从而有限点集没有聚点. 

例如，平面上的单位开圆 

0 = ) ( x , y ) e R 2 | ^： 2 + y 2 <11， 

它的全部聚点构成闭圆_ 

D = { ( x , y ) E R 2 | % 2 + y 2 彡 1 } _ 

而平面上单位正方形中的有理点集 

Qo = i ( x f y ) ^ R 2 \ 0 ^ x f y ^ l,x ^ Q,y £ Q | 
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的聚点构成单位闭正 

Ro = i U ， y ) e R 2 I o 矣 矣 11 ， 

也就是说，单位闭正方形中的每一个点，不论它是不是有理点，都是 Q 〖 的聚点. 
请读者自己写出证明来. 

定理 1, 14( Bolzano-Weierstrass 聚点原理） R n 中的任意有界无限点集必 

有聚点 * 

证明 以为例.若 £ CR 2 为有界无限点集，取可列集 h ，•_•，〜，•••} 
C £ ，设七 = h u ) , y ( A ) ) ，则 U u ) 丨 CR 为有界数列.由实数的波尔査诺-魏尔斯 
特拉斯 （ Bolzano - Weierstrass ) 定理，它有收敛子列 U ( Ai ) 丨 • 考虑相应的 i »它 
也是有界实数列，同理又有收敛子列丨，则点列丨 ， y 〜 ) 1是£的收敛 
子列，它的极限就是 E 的聚点 .□ 

定义 1.14 设 ECR ' 对任意％ CR "， 若 
存在£ ”，使得扒^^) C £， 则称％为£ 的内 
点， E 的所有内点之集称为£ 的内域 ，记为£°; 

若对于任意 e >0， BU 。， 幻内部既存在属于 E 
的点，也存在不属于 E 的点（即 EnB ( x 0 ， e ) — 
0，^门5(%。，幻/0)，则称％为€的边界点. 
e 的所有边界点之集称为 e 的边界，记为(见 
图 1.6). 

很明显，点集 E 的内点（必属于 £) 一定是 

它的聚点，但聚点可能是内点，也可能是边界点（不一定属于 £). 

例如，平面上单位圆 

D = j (x ,y) G R 2 I jc 2 + y 2 < 1 ( 

中每一个点都是内点，它的边界就是单位圆周. 

C = | {x 9 y) E R 2 | ^c 2 + y 2 =1(. 

而平面上单位正方形中的有理点集 

Qo = i 0 ， y) e R 2 Io 在 ％，;k 矣 1 ，％ e Q，y e 

就没有内点，单位闭正方形纪的每一个点都是 Q 〗 的边界点，即$是 Q 〗 的 
边界. 

定义 1.1 S 设茗 cR rt •若芯中所有的点全是内点，即£=#，则五称为开 
集； 若五!有 t 所有的聚点，即，则£称为闭集.并集五 uf 称为五的闭 
包，记为 足即云 = ^ ur . 

开球，开矩体是最简单的 开集； 闭球，闭矩体是最简单的闭集. 

定理 1.1 S 设 EcR n ， 则£为开集（闭集）的充分必要条件是 f 为 
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闭集（开集）. 

证明必要性.设五为开集，要证&是闭集. 设〜是 P 的任意一个聚点， 
则在％的任意邻域 扒％， r ) (/ •>()) 内总有 F 的点，因此％不可能是£的内点， 
故％ E 即厂是闭集. 

充分性.设 E 为闭集，要证 F 为开集.设％ e f ，则％不可能是£的聚点， 
即存在 r >0, 使得％。的邻域石0。，「）中不含£：的点.因此 BO D ， r ) 中的点都是 f 
的点，即％是 F 的内点，故 F 为开集 .口 

根据定义，知 R n 本身既是开集也是闭集.因此，我们规定，空集 （ R n 的余 
集）既是开集，也是闭集. 

定理 1.16 任意有限个开（闭）集的并与交仍是开（闭）集. 

证明只需证两个集合的情形，其余的只要用归纳法.设是 R " 的开 
集.对任 意的％ e 4 UB ， 则％ ex 或％ e 不妨设 X 。£丄这时存在/*>0，使 
得％的邻域5(% ， r ) Cl 从而 B ( x 0 , r ) CAUB .^： X 0 ^AUB 的内点，于是4 U 
B 是开集_ 

另外，对任意％ e anB ， 这时％ e 4且％ e 从因此存在〜 > o ， r 2 > 0 ,使 
B (% 0 山 ） C 4， B (%。， r 2 ) CB •令 r = mir ^ r 】 ， r 2 ) ，则 B ( %。 ， r ) C/l fl 5 ，故％。是 4 fl B 

的内点，从而 ahb 是开集. 

若是闭集，这时，，仏是开集.由已证的结论知肀 = 是开 

集，因此 a ns 是闭集.同理可证 a us 是闭集 .口 

推论 若五为 开集，^为闭集，则为开集，/为闭集. 

证明只需注意五^^£门广丫\£ =厂门五％再应用前面的定理.口 
定理 1. 17 任意个开集的并是开集，任意个闭集的交是闭集. 

证明可仿照定理1_ 16,请读者把它们写岀来. 

注意无穷个开集的交可能不是开集，无穷个闭集的并可能不是闭集 • 例如在 
R 1 中，（ -1/11/ W 是开集，但 ^ (~ l / k , l / k ) = )0( 不是 开集； [1/ A ，1 - l / k ] 

A = 1 

是闭集，但 Cj [1/^,1 - 1/^] - (0,1) 不是 闭集. 

h = 2 

下面给出 R n 中开集的一个构造定理 
定理 1.18( R n 开集构造定理） 

( i ) R 1 中的非空开集必定是可数个互不相交的开区间 的并； 

( ii ) R"(n 多 2) 中的非空开集必定是可列个互不相交的半开方体的并. 

注在上面的叙述中， （0 中的“开区间”，可以是无穷区间 （ - 00 ， M ，（ a ， 
+ X ) , ( - 00 , + 00 ) ；( ii ) 中的“半开方体”都是像 

(«1 ,^1 ] X (a 2 ， b 2 ] x … x (a n ,b n ] 



§1.3 R ” 中的点集 27 


这种形式的，对不同的），边长相等 (y = i ，2, …， 

证明 （0 设 c 是 R 1 的开集，对任意％ e C ， 存在 3>0, 使得（％ - S ，％ + 
8) CG . 

令 

a = inf j 戈 I a: 〈戈 o ， ( x 9 x 0 ) C G| , 
b = sup I a ： I x > x 0 9 ( x 0 , x ) C G } . 

这时 a 可能为 -00 J 可能为 + 00 ，此外，当为实数，显然有 a < x 0 < b , 首先 
可证（^6)(=(；，事实上，当％在2<6时，由上确界的定义知，存在％满足 2 <%<6 
和（％。，幻 CG ， 因此 z e C ， 故[%。，6) C ( a ，6) ;类似可证 （ a ， rc 。] c ( a ，6) ，从而 
( a , b ) CG . 

其次可证，当 a # - 00 或6# + 00时，有 a 隹 G,b G . 这是因为，若 a E G , 
]il!|ff^5>0,®(a - 5,a +5) +5<fe) ,JJl!l 

(a - 8 9 x 0 ) C (a - 8 ,a + 5) U ( a ， b ) (Z G ， 

因而 a = inf i x I ^ < x 0 ,(x 9 x 0 ) GG \ ^：a - 5, 矛盾 •故 a 0 G ， 同理得 b 0^ G . 

对于开集 C ， 我们称如上面这样得到的区间 （ a ， M((«，M CG ， 并且在 
为有限数时 ， a 0 G，b 0 G ) 为 G 的构成区间.很容易看出，从不同点出发得到的 
这些构成区间，要么相等，要么不相等.不相等便不相交.所以当开集给定后，它 
的全部构成区间是一些互不相交的开区间，因而其总数是可数的.把它们写成 
(1，\)，则 


G = ]J 

(如果 G 的构成区间只有#个，则规定当〖时 A = \，即相应（〜，\)为 
空集 .） 

( ii ) 先将 R n 用格点（坐标皆为整数的点）分为可列个边长为1的互不相交 
的半开方体，其全体记为厂。_再将厂。中每个方体的每个边二等分，则每个方体 
便分为个半开方体.全体这样的子方体记为/ V 如此继续下去，得无穷集族 
j 厂 a IA ： = 1，2, …丨.对任意 厂 A 由可数个边长均 yj ^ 

为2 _ 4 的半开方体组成，这些方体互不相交，它们 
的并为 R n ， 并且它们每一个又是 r ft + 1 中的 2" 个 
互不相交的半开方体的并.所有 A 中的这些方 
体称为二进方体. 

把二进方体记为/，而把全部包含在^中八 
的二进方体取出来，记为珥（见图 1.7). 再把全 ~o 
部含于 



图 1.7 
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0\ \J J 

則0 

内厂的方体取出来，记其为 

依此类推.则对任意 k ， H k 是由全部含于 

内八的方体组成的集合.因此，容易想像会有 

0 ^( j\j J . 

=0 J^H k 

显然等式右边的这些二进方体互不相交且其总数可列.下面我们来证明此等式 
确实成立.事实上，显然，由•/的构造过程知，等式右边的集合包含于&反过来 
我们需要证明， C 的任一点属于某个坧中的一个方体 /. 为此设％ e C， 因为对 
任意中的全部方体之并为 R % 所以％必落在 A 的某个方体内（当 
然，这个 Jr 不一定在 A 中）.但％ e 是开集，故存在 s >0,使得 
B ( x 0 f 8) CG . 由于/\中方体的边长为当 + a 其极限为0,因此只要灸 
充分大，在八中包含％的方体忽”便整个落人中，于是 / fcG . 从而 
&充分 大时， 4 A) e 札，即％必属于等式右边的某个方体 /. 口 

下面两个定理反映了 中闭集的特性，是直线上点集的相关定理的推广. 

定理 1.19( 闭集套定理） 设1仏1是 R K 中的渐缩非空闭集列（称 为闭集 

套），且 A 有界，则 E k ^ 0. 

k = 1 

证明对任意正整数纟，取\ e a , 若点列 uj 中有无限个相同，则由于 
丨仏丨渐缩，相同的这个点必属于所有否则，丨乂丨是有界无限点列（因 UJ c 
而心有界），由聚点原理，有聚点％.但对任意 A：， 满足 i 多的无限个义 

都在仏 内 ，仏 又是闭集，故％ e ，因此 n ^ 0 . □ 

i = l 

推论若1 A 丨为闭集套，且 limdiam E k = 0,则存在惟一的点％。属于一 

A—►« 

切仏. 

证明 因为 Km diam A = 0，所以存在 A: 0 ，使 /c > 时 diam £& < oo ，即 

/ t — <» 

00 00 

j£ A l/c>A： D l 为有界集列，故厂 I =门# 0. 又若有 两点％ 。及< 同时有; c。e 

A = 1 k = ftQ 

00 00 

n E k^ r o e n a ，则 I % - 无 ’ o 1 矣 出 am a — o ( a ： — a ?)， 故％ == ?。，义。的惟 

h = i Jt = l 

一性获证 .口 

定理 1.20( 有限覆盖定理） 若 E c IT 是有界闭集，被一族开球丨义 I A e 
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/ I 覆盖，即£ C |J '，则 总可以从这一族开球中选出有限个^ /,r = 1, 

A E/ 

2,…， k )\ 将 E 覆盖，即五 C & 

i = l 

这个定理当 E 是直线上的闭区间的特殊情形，已经在数学分析中证明了 • 
当 n > l 且五是 IT 上的闭矩体时，这个定理的结论也是正确的.也就是有下述 
定理： 

定理 1.21 若（？ C R n 是闭矩体， | B A I A e /|是一族开球，使得 <? C 

u A ， 则可由这族开球中选出有限个，\，\，…，义 E /，i = 1 ， 2 ,…， k) ， 

A E/ 

使得 C C ^ 

i - 1 

证明只证〃 =2 的情形，对一般的； ! 证明类似.用矩形套定理（定理 1. 19 
的推论）与反证法.设<?不能被有限个 A 覆盖•记仏=匕把 h 四等分为四个 
闭矩形（边界可以重叠），则其中至少有一个不能被有限个 A 覆盖，记为<? 2 .再 
把^ 四等分为四个闭矩形，则其中至少有一个不能被有限个 h 覆盖，记为 

…如此继续下去，便得一个闭矩形套<?,，其中的每一个 A 均不能被有限个^ 

00 

覆盖.由矩形套定理，知存在惟一的％ E A 根据％ e h =0，存在0」中 

k ~ I 

的开球 B At ) ， 使得％ e 注意到是开的，则 存在〜 >0,使得 B ( x 0 , r 0 ) C 
。.由 diam 仏一►()，当 A : 充分大时，便有 Q k CB (^ 0 , r 0 ) C 5 Aq ，这时^被一个义。 

覆盖，与 A 不能被有限个覆盖矛盾 .口 
下面我们用定理1_ 21来证明定理 1. 20_ 

定理 1.20 的证明因为£:有界，故可设它包含在某个闭的 U 维）矩体<? 
内，则（?\ 五 : Q n E c c 五％ 由于为开集，故对于任意 x e (?\£ 有邻域（开 
球）％，使％ E % C P ，因此 | B A 丨 A e /|与 1%1 % e 合起来覆盖了 .从 
而可由其中选出有限个 B Ai 2 ，…，义 4 ,7\^，' 2 ，… ，7 V X ,( A < e /，/ = 1，2,…， / c ; 

' e Q\E，j : 1，2,…， Z )， 使得 <?C ( 6 U ( 0•但是 |J N Xj C E c , 

t = 1 j = \ J = 1 

故可知 ^ C |J B ki . □ 

t = l 

若覆盖了点集 £ 的球族 IA e / I 的某一子集也能覆盖 £ ，就称这个子集 
为丨 b a ia e / I 的 子覆盖 ，因此定理 1.20 可简 述为： 有界闭集的任意开球族覆盖 
都有有限子覆盖.很明显，若将这里的“开球族”改为“开集族”，上述结论仍然正 
确.有界闭集的这个性质是集合紧性的反映，它是有界闭集上连续函数一系列良 
好性质的基础. 

在本节的最后，我们要构造一个性质十分奇异的直线上的闭集——康托尔 
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( Cantor ) 三分集，它对澄清后面的许多概念有重要意义，而在这里可借此对本节 
的基本内容作一次总的复习. 

它的构造过程 是：第 一步，将区间[0，1]三等分，移去中央的开区间 

— ( 1唇 

把剩下的两个闭区间的并记为心： 

F, = [0,1] \/ P 

第二步，把剩下的/^中的二个闭区间分别三等分，并移去中央的开区间 


把心中剩下的4个闭区间的并记为 F 2: 

f 2 = [o,i]\(A u / 2 ), 

第三步，重复上述手续，把的四个闭区间分别三等分，去掉中央的开区间 

3 _ \ 27 , 27 / \ 27 , 27 / 127 ^ 27 / \ 27 , 27 / ? 

把剩下的8个闭区间的并记为 F 3 : 

F 3 = [0,1]\(/ 1 U / 2 U / 3 ). 

如此继续下去 ，第& 步去掉个长度为 1/3 a 的开区间，它们的并记为八， 
剩下来的 Y 个长度为 1/3 A 的闭区间的并记为作点集 

c = n F k ^ [o,n\( u /,) , 

*=i ' h =1 / 

称为 Cantor 三分集. 

Cantor ( 三分）集的主要性质有： 

( i ) C 是非空闭集. 

非空是因为每次留下的闭区间的端点必属于 C ， 例如1/3 E C . 它是闭集是 
因为 Cj A 是开集 • 

k = 1 

( ii ) C = f ( c 与它的全部聚点组成的集合相等，这种点集称为完全集）. 
对任意 X e C , 要证 X 是 C 的聚点.给定 X 的任一邻域 （X -心 X + S ) ，由 

^ e F k ( Mk e N +) ，而匕是由 2 a 个长度为 l /3 fc 的闭区间组成，故只要 A 充分 
大，其 中含％ 的那一个闭区间必落入 U -5，％ + S ) 中，而此区间的两个端点必属 
于 C ， 这二者之一必 不是％ ，即％的任一邻域（％-5，％ + S ) 中必有 C 中异于％的 
点，从而知 x 为 C 的聚点. 

( iii ) C 无内点 - 

C 是从 [0,1] 去掉可数个互不相交的开区间 / A 4 = l ，2, …）得到的，而这些 
开区间的总长为 




2 


2 
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4 




3 ' 



正好等于[0，1]的长度，因此 C 内不可能包含任意一个开区间（乂 ~8, x 0 + 
8 )( 8 > 0 ). 

(iv ) C 的基数为连续统基数 K ，即 €=2' 

若用三进位小数表示[0，1]中的 实数： 

00 

戈 = Z 杂， a k = o ， 1 ， 2 ， 

k = t ^ 

则％ G C 的充分必要条件是 

00 

% = X 杂 ，〜 = °， 2 . 

对任意这样的 W C 中任意一点），令 

A = ) /c I a k = 0 1 , 

则 4 是 N + 的一子集，显然对应关系 4 构成了（：到妒 （ N + ) 的一一映射，故 

C=PTn7T =2 h °, 

不妨想像一下 C 是什么样子.首先，它不含任何开区间，这一点有些像有理 
点集 Q ， 但是，[0，1]的每一点都是 Q 的聚点，而 C 的聚点却只在 C 内 . C 是由 
[0,1] 去掉总长为1的一些区间形成的，应该“所剩无 几”； 可是，它的基数是 
K ，从一一对应这个角度看，它的点的数量又应该与实数一样多.总而言之，这 
个点集实在是性质奇特难以想像. 


§1.4 点集上的连续函数 

后面讨论点集上一般的函数，需要先对点集上的连续函数有所了解，而后者 
的性态与熟知的区间上的连续函数有很多相似之处，这里只作简要的讲述. 

定义 1. 16 设 EcR n ，/ 是定义在£上的（实值）函数，％ e 及若对于任意 
右>0,存在 s >0, 使得当 X e 时 J / (幻 - f ( x 0 ) I < 1 则称函数/在五 

上的点％连续，或/ 相对于 £在％连续.若/在 E 的每一点连续，则称/ 在五连 
续或 相对于 E 连续. 

从定义可见，所谓函数在（或相对于）某个点集连续，完全是限制在这个点 
集内部来看函数，看当自变量从该点集内部趋向点集的某一点时，其函数值是否 
也趋向函数在这一点的值 • 用极限的语言叙述就是，/(4在 E 上的点％连续, 
是指 


limf(x) =/O 0 )， 
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即 对任意 S >0, 存在 3>0, 只要 <S 并且 X e £ ，就有 1/( 幻 - f { x ,) I <^. 
/( 幻在 E 连续，是指对任意％ e E , 有 

lim /(^) =/ O 0 )_ 

x^E 

根据函数极限与序列极限的关系立刻知道，/(4在£上 的点％ 连续，当且 
仅当对于任意 点列丨 ，只要便有/(〜）—/(%)(当 A—oo ). 

由定义知， / U ) 在 E 的孤立点（只要取值有限）永远是连续的.同样，若 / U ) 
在^连续，而 ACZ ， 则 /( 幻在仏连续.数学分析中说的函数的连续性，就是相 
对于区间（或在区间上）的连续性， 


例 18 


Dirichlet 函数 


D ( x ) 



x e [0，1 ] \Q ， 
x g [ 0 , 1 ] n Q. 


( Q 为有理数集) 


在区间 [ o ， i ] 上处处不连续.但无论是相对于 [ o , i ] 内的有理点集或无理点集 
(将函数的定义域分别限制在这些点集上），/)(幻都是连续的. 

例 19 设心=\ x \ x > 0 | 9 E 2 = j x I a ： ^ 0 } 9 f ( x ) = 1 (x E . 芯 1 )或-1(% E 

E 2 ) ，则 / 分别在 A 上连续，但在 E , UE 2 上不连续. 

由上面的例题可以看到，分别在仏， £ 2 上连续的函数/，不一定在并集尽 U 
A 上连续.但有下面的结果. 


定理 1.22 若尽， A 都是闭集，函数/定义在 A U £ 2 上，且分别在，五 2 
上连续，则/相对于 E x KJE 2 也一定连续. 

证明若％ e 仏口£： 2 ，不妨设它为聚点，因£ 1 ，£： 2 为闭集，则 E , UE 2 内任 
一以％为极限的点列丨只能有两种情况 ：其一 ，从某一项起全部属于尽 
或五 2 ( 相应％ e &或％ e A ). 不妨设都属于，因此 

lim f ( y k ) = \ imf ( y k ) = f ( x 0 ). 

yk~^ x o yk~^ x o 

n eMu £ 2 y k ^ E x 

故 / 在％相对于 连续； 其二 ， I y A l 由两个分别属于 a 和的无穷子列 
组成，此时，％ E & n 五 2 ，因为 lim /( x ) = lim /( %) =/(%)，容易看出也有 

X — ►JtQ 

xBE } x ^ E 2 

lim/(yj =/(%) ，因而 / 在 & UE 2 上连续•口 

k — 淡 

从数学分析知道，闭区间（或有界闭区域）上的连续函数有一些良好的性 
质.它们的证明主要基于闭区间的紧性或闭区间套定理.现在已经证明， R " 中的 
有界闭集同样具有闭区间的这些特性.因此，用同样的方法可以证明，有界闭集 
上的连续函数也有类似性质，即下述定理成立（证明细节请读者自己作出）. 

定理 1.23 设/是 IT 中的有界闭集 E 上的连续函数，则 
(0/在£上有界，即值域 /( 五）= \ f { x)\x e 扪是 R 中的有 界集； 
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(10/在£上取到最大值和最小值，即存在 ％〆 。 E £，使得 

/( 无 0 ) = sup(/(x) \ X ^ E\ , f(x f 0 ) = ini\f(x) \ x ^ E\ ； 

(出）/在£：上一致连续，即对任意6>0，存在5>0，使得任意^/£ £，只 
要 U - a:’I <5,就有 1/( 幻 ~f(x r ) I <e. 

另外，也可以用与数学分析中同样的方法证明下述 定理. 

定理 1.24 设£：〔11'/；，/ 2 — 是£：上的连续函数列，且当 k 一 时，1/ 4 丨在 
E 上一致收敛于函数/，则/在五上连续. 

例20 对于任意的％ e ir 和£：〔11' 定义％ 到£的距离为 

d(x 0 ,E) = infl d(x 09 y) I y G E\ . 

证明：若£ 为闭集，则存在 7。 e £；，使得 : d(x 0 ， E). 

对于 R n 中任意点集 4 与 I 定义 4 与 S 之间的距离为 

d(A,B) - inf j d(x ,y) \ x G A ,y G B j. 

证明： 若 A , B 都是闭集，其中至少一个有界，则存在％ G ^,ro ^ B ， 使得 d ( X(} ， 
To) =d(A,B). 

证明先证前半部分.设％洚以否则 d(x 0 ,E) = lx 0 -x 0 l = 0 )，任取广£ 
I 显然 

= inf) d(x 0 ,y) \ y ^ E\ ^ d(x 0 ) , 

因此， 若令戈则琴 为有界闭集，且 

d(x Q ， E) =in{\d(x^,y) \ y E ： E\ = infj d(x 0 y y) \ y B E x \ 

-d(x 0 ,E x ) ^ d(x Q ,y x ) 

(见图 1.8). 由于点之间的距离满足三角不等式，对任意 
h/e R n 有 

d(x 0 ,y) ^ d(x 0 y y) + d(y,y ) , 

以及对调 y 和/之后的不等式，因此若令/( 7 ) =d(x 0f 
: K ) ，则 

l/(r) -/(/) I 矣 diy.y 9 ) = I y — / 1 ， 

可见/是以上的连续函数，限制在 A 上也连续 •从而 存在 y D e ACE ， 使 

/(r 0 ) = inf/(y) = infU(^ 0 ,y) I y e £ J ， 

y^Ei 

也就是 d (^)， y D ) =d(x 0 ,E). 

再证后半部分.设 4 为有界闭集，因为 

d(A^B) = inf) d(x ) | x G A ,y £ B ( - inf j d(x ,y) \ y E. B\ 

x^A 

- infd ( x ， B ) ， 

xS A 



而由三角不等式 


d(x , y ) ^ d ( x f ) + d ( x , x r ) 
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出发，对 y e B 取下确界可证， 

| d ( x , B ) - d ( x \ B ) I ^ d { x , x f ) , 

故是 a : 的连续函数，特别在有界闭集4上连续.故存在％ G 4使 

d ( x 0 , B ) = inf j d ( x y B ) | ^ G ^4 j = d { A y B ). 

又因 B 也是闭集，故存在 y 。 E 方使 c ? O c ， y 。） = 4(%， B ) 也就是 d ( x 0 , y 0 ) = d ( A ， 
B ). □ 

下面要对任意函数/，用与 / 有关的点集是开或闭的特性来描述 / 的连续性. 
为此我们采用下面的简单写法，将点集 U e E \ f { x ) >4写成尺(/>幻；丨％已 
E \ f ( x ) <M 写成五 (/<6 );U E E \ a < f ( x ) 写成 £( a </<6)， 一般把 h e 
E \ p ( x ) [ ( p (%) 是与％ 有关的命题）简记为 E \ x \ p ( x ) (. 后面几章也将沿用这些 
记法. 

定理 1.2 S 若函数/在点集 EGR n 上连续，则对于任意实数 a ， 存在开集 
心 CR ' 使得五 (/> a ) = c a ns ; 也存在开集 (/ < t ) =H a nE. 

证明 对任意％ G 五(/>«)，由于/在£:上点％连续，必存在 8= d ( x 0 J a ) > 
0,使得7 e £ nBU 0 ,5) 时，有 /( y ) > a ， 因此若令 R = U 5 U ，5)， 则^为开 

集，并且五 (/ > a ) = G a n E. 

同理可证，存在开集丑.，使得 E (/<6) =H a nE t □ 

推论 1 若函数 / S £ cR n 上连续，则对于任意实数 a ， 存在闭集 F a ^ K a ， 

使得 

E(f^ a ) = F a n E, E(f^ a ) = K a n E, 

证明 因 

\ x G E \ f ( x ) ^ o [ = E\\x S . E \ f ( x ) < a [, 

故存在开集圪，使得 

\x e E \ f ( x ) ^ a | = E \( H a n E ) : E D H c a ， 

其中 H ： = R n \H a 为闭集，前一式得证，后一式的证明是类似的 •口 

推论 2 若函数/在开集£上连续，则对任意实数 a，U ^ E \ f ( x ) > a | ,U 
^ E \ f ( x ) < a | 为 开集； 若 / U ) 在闭集 E 上连续，则对任意实数 a , U E 
E \ f ( x)^a \ ,1^: G E |/0) 矣 a } 为闭集. 

证明 因为开集与开集的交为开集，闭集与闭集的交是闭集 .口 
由于 ir 本身既是开集又是闭集，故对于 it 上的连续函数，相应于推论中 
的集合， Ul / O ) > a \ , \ x \ f ( x ) <a 丨都是开集 ， U £ E \ f ( x ) ^ a \ , \ x e 
E \ f ( x ) 都是闭集.下面的定理说明反过来也是对的. 

定理 1.26 设/是 R n 上的函数，若对于任意实数 a , U \ f ( x ) > M 或 
U 1/(幻总是开集，则/在 R n 上连续. 
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证明设％ E 为任意正数，则 

h ~ \ x \\ f ( x ) - f ( x Q ) I < e \ 

=U I / O ) < f ( x 0 ) + d n U l / U ) > f ( x 0 ) - e \ 

为1^内的开集.特别％ e /,，故存在6>0,使得％ e 5(%，幻 C / e .即 

I ^ - ^0 I < 谷时，1/(文） 一/ Oo ) 丨 〈右， 

故/在％连续.因为％是任意点，故/在 R n 连续 .口 

由此， R n 上的连续函数的特征是，对任意 a , |x \ f ( x ) > a \ , I x \ f ( x ) < a } 为 
开集•这是我们第一次用某类点集的特征来刻画函数，它使得用点集论的方法来 
研究函数更为 方便. 后面还会用这种方法来刻画其他的函数类. 

第一章习题 


1. 证明以下集合 等式： 

(1) 4门 （ B \ C ) = ( ADB )\( AHC ) ； 

(2) ( AUB )\ C ^( A \ C ) U ( B \ C )； 

(3) ( ADB)\C = ( A \ C ) n ( B \ C ) ； 

(4) A \( B \ C ) = (4\ B ) U ( APlC ); 

(5) 4\( SUC ) = ( A \ B ) n ( A \ C )； 

(6) (>1\ B ) n ( C \ D ) ^( AnC )\( BUD ). 

2- 证明以下 命题： 

(1) (4 VB ) 的充分必要条件是 

(2) 的充分必要条件是 4 ns = 0; 

(3) ^ AUB = EUF , \^ AnF =0 RBnE = 0 y 贝!|有4 =五且 B =尸； 

(4) ^ AUB ^ EUF , = AnE , A 2 = AnF , l^lj A UA 2 . 

3. 设 /( 幻是定义于集 E 上的实函数， c ： 是任意实数，试证 

00 00 

£(/ > c) = e (y > c + — );£*(/* ^ c) = e (/< c + ——V 

4 - 关于求余集的运算，证明 

(1) =/inB c ; 

(2) (^\ B) C = A C UB , 

5. 给定集合 AB , C ， 利用它们的运算表示下列元素组成的 集合： 

(1) 属于所有三个 集合； 

(2) 至少属于其中的两个 集合； 

(3) 属于这三个集合中任何两个，但不同时属于第 三个； 

(4) 至少属于其中的 一个； 

(5) 属于这三个集合中的一个，但不属于其余两个 • 

6 . 若 lim /； U ) = f ( x)(x G E ) , 对于任意实数 c 用简写五 (/> c ) 和表示 U e E 
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|/> c | 和丨 ; c e £： |/> c | ，并令 = E ( f n >C - 试证 limK 』 存在，并且 

\ it j rt—► w 

00 

£：(/ 為 c ) = p lim£ n r 

n.*—► oo 

K = 1 

7. 证明关于集合列的极限运算的下述 性质： 

(1) ( lim 4 rt ) e = l \ mA c n , ( lim 人 ） c = \ imA c n ； 

(2) lim(£Uj = E \ U ^ A n , U ^( E \ A n ) ^ E \ limA n ； 

(3 ) lim ( y 4 n U B n ) = limj 4 n U \ imB n ； 

n ― k oo n — ► w fi ' — ► oo 

(4) lim (久 Pi ) = lim 人 H limB n . 

Ji™+ od ft — + oo n—►« 

8 -设 UJ 是实数序列 A = ( - 00 ，: O C R ， 试问与 limA n 有什么关系（以及关于 

n — ► oo n — ►» 

化的类似问题）？ 

9. 设久是平面上以 ( （ ~ n 1)ft ,0> 为心半径为1的圆，求化 4 n 和]^七. 

10. 无穷集合与无穷序列有什么联系和不同？ 

11. 设/是定义在集4上的处处有限的实函数，对任意实数卜令' = U |/ (幻矣 M ， 
证明： 

(1) 当 s 【时入 C A t ； 

(2) u 冷 = a ，而 Pi 次 = 0 ; 

R tG R 

(3) n 次 = 次 . 

t > i 

12- 对任意 集合五 CR , 用;^记其特征函数，它的定义如 下：当 x e £：时，;幻=1;当 
x B E c 时，; =0. 试证： 

(!) Xa u b ( x ) = Xa (^) +；^(幻 M 门召 # 0 时）； 

⑺ Xahb ( x ) = Xa ( x ) ' Xb ( x )\ 

(3) 若集合序列 1 人丨的极限存在，则 ; t lim Ak { x ) = lim ^ fc (^). 

A—► oo 

13. 设 /, g 是定义在集五上的实函数， 证明： 

00 

\x \x EJ ( x ) > g ( x ) 1 = U ( E(f > r k ) n E(g < r k )) ， 

k = 1 

其中 i Q I 是有理数 Q 的一个排序. 

14. 设函数 l /„ l 在点集 £ 上处处收敛于/，并且 \ f ( x ) | <« (；r 6 E ). 证 明：对 任意的 s 
>0,集列极限 lim £( \ f n - f \ >幻存在且为空集. 

Q0 

15. 设枣，心，…，\，…是函数/定义域的子集，试问等式 

/( u = u/«) 和 /( 6 心 ) = n/( a) 

\ 友 =1 ’ k = I ^ k = 1 ’ k = 1 

是否正确？ 

16 - 是否可以把区间[0，1]连续映象成开区间或两个不相交的闭 区间？ 

17. 证明单位圆的所有内接正多边形的顶点（所有正多边形均以 （1,0) 为公共顶点）之 
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集是可数集. 

18. 证明数轴上所有的互不重叠（无公共内点）的区间的端点之集是可数集. 

19. S £： CR 2 且为可数集，试构造£:的一个分解使得平行于轴的直线与4 
的交点为可数个，平行于 y 轴的直线与6的交点为可数个_ 

20. S £： CR 2 ，£ :中任意两点的距离为有理数，证明五为可数集- 

21. 设 y ， 则下面的命题互相 等价； 

(1) / 是 x 到 / U ) 的 一一 映射； 

( 2 ) 对任意的有 /(4 fl 5) =/(^) n /( B ); 

(3) 对满足 4 ns = 0 的七有 /( A ) n /( S ) =0. 

22. 作出下列各组点集之间的一一对应关系. 

(1) 开区间（0，1)与闭区间[0，1]; 

(2) 单位圆周与闭区间[0，1] ; 

(3) 单位圆盘与边长为1的正 方形； 

(4) (三维）单位球面与全平面 R 2 . 

23. 直线上的一切开区间组成的集合的基数是什么？ R 3 中一切棱平行于坐标轴的长方 
体之集的基数是什么？ 

提示： 区间由两个实数（端点）确定，平面上的点也由两个实数（坐标）确定. 

24. 证明： 定义在任意集合£：上的，只取值0与1的函数之集合，与£的幂集有相同的 
基数. 

25. 全体由有理数组成的序列之集的基数是什么？ 

26. 论断“若并且4 3(：，61)/)，则（4\以〜 （ CVD )” 是否正确？请予证明或 
举出反例. 

27. 下列各式是否必定成立？若成立，请予证明，否则举出反例. 

(1) 若4 C 则 ， C B 0 ^ (2) 若4 C B ， 则 ic 

(3) (A U B )° = A 0 U B °； (4) A U B = A U B ； 

oo 0 ① oo oo 

⑸ （U A) = U w 0 ; ( 6 ) ( U A) = u 

' k = l ’ 1 ' k= l ’ A 二 1 

28. 只有孤立点的集与没有聚点的集是否相同？ 

29. 点集的聚点与点列（数列）的极限（点）有何异同？ _ 

30. 若£：是区间[0，1]内全体有理点或者全体无理点之集，试求和 d £- 

31. 试作直线上下列类型的 点集： 

(1) 点集 E ， 使 

(2) 点集 E ， 使 ECdE ; 

(3) 点集£：，使而（（厂广广=0; 

(4) 点集£，既非开集又非闭集. 

32. 设£:是 Cantor 集的余集 G 。 的构成区间的中点所组成的集，试求 

33. 设中的互不相交的开集，试证 An 瓦 = 0- 

34. 设6，是1^中的有界 闭集， naF 2 =0，试证/^，心互不相交. 
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35. 证明： 若 X 。 e 五、则存在点列 U 」 c £：， 且当 n ^ m 时，;，使 lim ^ =%，逆命题 

rt —►*» 

也是对的. 

36. 设函数在 R 上处处可微，证明：£：= U e R |/0) =0且厂 U ) / 0|的点都是孤 
立点. 

37. 证明： 内域#是含于£:的一切开集的并，也是含于£：的最大的 开集； 而闭包云是 
包含^的一切闭集的交，也是包含£的最小的闭集. 

38. 设 F 是 R 的有界闭子集，令 a = inf F ,^ = SU p F ， 证明 a G F 和 " e 广 

39. 证明： 任意点集£:的边界扯为闭集，并且 £ :为闭集的充分必要条件是 £： = £° U 祕或 
祕 cE ; f ： 为开集的充分必要条件是 £ n 祕=0或 

40. 证 明：任 意点集 E 的聚点集 F 为闭集. 

41. 证明： 

(1) 在中只有 R " 和0是既开又闭的 点集； 

(2) 五是巾任意点集，且 £^ R n ，£/0， 则站 〆 0. 

42. 对于点％ £ R n & 点集五 CR \ 定义％到£:的距离为 

d(x 0 y E) = inf { I ;c 一 a : 0 || 欠 £ i ， 

证明： 

(1) 闭包云 =U I d(x,E) =0| ，边界 = u I d{x,E) =d(x,E°) =0| ； 

(2) x 疟瓦，则 d(x ， E) =d(x,dE) ； 

(3) g £： CR 为闭集，则对任意 r >0, 尽 =|x ^ G R 且# 〜£：) 为可 数集； 

(4) 对任意芯 CIT 及 r >0 ，U ld ( x ，£)0! 为闭集 ， ix | d(x f E) <r\ 

及 U 1 d{x,E) > r ( 为开集. 

43. 若 AcR n 是开集，试问所有以 ; c e 4 为心的开球或闭球云 （ u ) U 为任意 
给定正数）的并集是开集还是闭集？若4为闭集或任意集，结果又如何？ 

44. 若 4， B 是任意两个不相交的闭集，证明必有开集（^，0 2 使6 1 ：^ 2 ，心3忍，且0 1 门0 2 
=0. 

45. ^ A i B < zR\AnB = 0 ,BnA - 0，试证明存在开集 G ly G 2 使得 且 

n <? 2 = 0 . 

46. 证明： R n 的子集£为闭集的充分必要条件是，对于任意的％ e R n ，存在 y 。 e £： 

使得 

丨尤0 - = ^0，瓦）， 


47. 设丨 心1 是渐张开集列，令 G = ( J 仏，集 F 是有界闭集且 FCG ， 证明存在自然数 A ：。， 

4 = 1 

使得当 A ; >心时， FC 仏. 

48. 对于 R 上的函数/，定义它的振幅函数为 


( o { x \ f ) = inf sup \ f ( x r ) - f { x ”) 

fi >0 *',； c"e ( x - s ，； t +5) 


证明对任意 e > o，U IWy /) 多糾是闭集.又证 / 的连续点集为 U I w ( q /) = o |. 

49. 若五匚只”具有下列 性质： 只要五被任意一族开球 | A G /| 覆盖 ，即五 C (J 
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则总可以从这一族开球中选出有限个 | B Ai A ,+ E /，i = 1, 2,-^1 将 E 覆盖，即 £C |J 

i = i 

试证 £ 是有界闭集（即有限覆盖定理 1.20 的逆成立）. 

50. 设/是 R 上的连续函数，证明 ：点集 U | 存在使得 /( t ) >/( 幻1是 开集； 且对此 
开集的任意一个构成区间 U ，6) ，有 f ( a ) 

51- 设/是 R 上的连续函数， FCR 为闭集，则= u |/ U)e F | 为闭集. 

52. 证 明：全 平面不能被任意多个互不相交的有界开集（有界闭集）覆盖. 

53- 从边长为1的（闭）正三角形内去掉由三条中位线围成的三角形（边留下），再从所 
余三个小三角形内，各去掉由它们三条中位线围成的开三角形，如此以往，所余点集称为 Si- 
erpinski 三角形，证明这个点集为闭集. 

54. 证 明：平 面上的单位圆 S (0，1) = U e R 2 | Id <1丨不能被任意多个边长小于1并 
且互不相交的（开或闭的）矩形覆盖. 

00 

55. 若函数/在每个闭集= 1，2,…）上连续，那么它是否一定在连续？证明 


或举出反例. 
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测度是什么？测度是长度、面积与体积之类量的推广，是对点集占据空间的 
大小的度量，它是建立积分概念所必须的.抽象而言，测度是以点集为自变量，取 
非负实数值，并且具有可加性或完全可加性的函数.本章要讲的 Lebesgue 测度 
只是一种特殊的测度. 

根据绪论所讲，我们要把区间长度的概念推广到直线上的点集，要把平面上 
多边形面积的概念推广到平面点集，要把空间中多面体体积的概念推广到三维 
空间中的点集，或一般地说，要把 R " 中多面体的体积概念推广到中的一般 
点集，称为点集的测度（多面体的测度就等于它的体积），我们来分析一下，应该 
如何推广.为简单起见，下面主要考虑 n =2 的情形，即如何对平面上的一般点集 
定义它的测度. 

回忆数学分析的多元函数积分学 • 在那里我们曾讲述过，如何把面积概念推 
广到比较一般的平面区域 ® .在平面上，矩形是有面积的，从而三角形、平行四边 
形以至任意多边形都是有面积的（多边形 P 的面积记为丨 P | ). 对一般的平面点 
集0及多边形 厂如果 就称 P 为 D 的外包多 边形； 如果 PCD , 就称 P 是 Z ) 
的内含多边形.在数学分析中我们曾说，0有面积当且仅当， D 的外包多边形面 
积的下确界等于^的内含多边形面积的上确界，也就是 

inf | | P | P 为 D 的外包多边形丨= sup { \ P \ P 为的内含多边形丨， 


( 1 ) 

并且定义 D 的“面积”就等于这个上确界和下确界的公共值.在历史上若尔当 
( Jordan ) 首先用这种方法定义一般平面点集的面积，因此称它为 Jordan 测度.用 
这个术语把上述事实重述一遍就是 ：如果 （1) 式成立，则称 Z ) 是 Jordan 可测的， 
并且把 （1) 式两边的公共值称为 D 的 Jordan 测度，记为 J ( D ). 这种方法在多元 
函数的 Riemarm 积分理论中已经够用，但是实际上它只适用于比较规则的点集 
(例如由逐段光滑曲线围成的区域），若要确定稍为复杂一点的平面点集的“面 
积”，它就无能为力了.例如，平面上单位正方形内的有理点之集 

Qo = i U ， y) I %，y e Q 且 0 矣 矣 11 


①参看邓东皋、尹小玲编著，《数学分析简明教程》（下册）,293 -295. 




( Q 是有理数集）就不是 Jordan 可 测的. 这是因为有理点集在单位正方形内稠密， 
所以 Q 〗 的任何外包多边形都必定包含单位正方形，于是它的外包多边形面积的 

下确界是1;另一方面，它又不含任何一个面积非零的多边形，故 supUPl | 尸 

为 Q 〗 的内含多边形1 =0. 

为什么会这样呢？原来，面积具有可加性，即若 A ， P 2 是平面上的两个多边 
形，则它们的并集/ > 1 UP 2 也是多边形，并且当 ' np 2 = 0时， /\ UP 2 的面积等 
于弋与/ >2 的面积之和， 6 P 

| P , u p 2 1 = \p \ + | 尸 2 | . 

任意有限多个多边形的并也是这样. Jordan 测度保留了多边形面积的可加 
性，也就是说，若仏，/) 2 ,…是平面内的有限个点集，都是可测的，则 

Z ) = u D 2 U U D m 

也是可测的，并且当它们互不相交时，即当= 1，2,…， m ) 
时，还有 

J ( Cj A 卜 

^ i =\ ’ i =1 

然而这个结果只对有限个点集成立，不能推广到可数无限个点集情形，反例就是 
前面举出的单位正方形内的点集 Q 〗_ 事实上，由第一章知， Q 〗 是可数集，是可数 
个互不相交的单点集的并集.但是很容易看出，单点集是 Jordan 可测集，且其测 
度为 0. 如果上述性质可以推广到可数无限多个点集的情形，那么 Q 〗 就应该是 
Jordan 可测的，且它的测度为 0. 但这不可能，因为上面已分析过，不是 Jordan 
可测的.所以说 Jordan 测度的可加性不能推广到可数无限个点集的情形. 

如果有一种平面点集的测度 m， 它具有这样的性 质：对 任意可数多个平面点 

集次，4,…，…，只要每个4是爪可测的（有爪测度），则4 G 火也是爪 

可测的，并且当互不相交，即皂门冷=0(01，2，〜且^句_)时，还有 

« 00 

m ( U ') = X mA ^ 

\ f k^\ 

则称测度 m 具有可数可加性（或称完全可加性）.现在我们看到， Jordan 测度不 
能推广到像上面的 Q 〗 那样的点集的原因就在于， Jordan 测度只具有可加性，而 
没有可数可加性. 

因此，要使更多点集具有“面积”，我们必须寻找一种新的、具有可数可加性 
的测度.为什么 Jordan 测度只有有限可加性而不具有完全可加性呢？ 一 种推测 
是，因为定义这种测度时用的是边数有限的多边形.那么，能否用有可数多边的 
“多边形”（不妨称它为“可数多边形”）代替呢？如果设想这样做，就先要解决， 
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什么叫可数多边形呢？它们的面积如何定义？用它们来定义的测度会有可数可 
加性吗？后面再详细谈. 

其实，定义测度的关键在于外测度.对于 Jordan 测度来说，其外测度就是 

J *( D ) = inf { \P \ I 尸为 Z ) 的外包多边形 1. 

以后会看到，有了外测度，就可以很自然地定义内测度（甚至不需要定义内测 
度），并进而定义测度 • 下面我们就遵循用可数多边形代替普通的多边形的思 
路，引进一种新的外测度.我们将不再限于 R 2 (即平面点集的情形），而回到一般 
的 R n 上，从这种外测度出发来建立一种具有可数可加性的测度 • 

§ 2. 1夕卜测度 

对于 R n 中的开矩体 

/ = = 1，2，_’’，汀1， 

规定它的体积（通常在〃 = 1 时称为长度，〃 =2 时称为面积，为了叙述简便，现在 
统称为体积）为 

n 

i / I = (^>1 - a } )(b 2 - a 2 )--(b n - a n ) - 一 

k = \ 

同时，规定其他类型（开、闭或半开半闭的）任意矩体的体积，等于与它有相同边 
界的开矩体的体积. 

00 

定义 2_1 ( i ) 对于 £ CR ' 若可数个开矩体 A ，/ 2 , …满足 \J 则称 

k 二 1 

这样的 u t i 为丑的 L 覆盖； 

( ii ) 定义 


I \ h \ 是五的 [覆盖 } 

A = 1 

为 E 的 Lebesgue 外测度，简称为外测度，记为 m * E . 

如同平面上有限个矩形的并集是由有限多条直线段（边）围成的图形（即多 
边形）一样， R " 中有限多个矩体的并集是 R n 中的多面体，从而中可数多个 
矩体的并集可看作由可数个“面”围成的图形，即前面说的“可数多面体”（在 
n =2时为“可数多边形”）.值得指出的是，若 U * 丨是 E 的 L 覆盖，则每个 A 是矩 

体，并且有0 A 3 £，因此 Cj A 可看作 E 的外包可数多面体 • 虽然，这时 

A = 1 i = 1 

X |/ J 不一定是 G A 的“体积”（因为各个 A 之间可能会相交，所以它们的并 

ifc = l k = 1 

集的“体积”可能小于所有 A 的体积之和），但是对所有可能的外包可数多面体 
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取下确界后，就应该是从外面测量得到的 E 的“体积”.也就是说， Lebesgue 外测 
度是本章开始时说的 Jordan (外）测度的推广. 

很明显， IT 的任意点集 E 不但都有[覆盖（例如说， IT 可以由可数多个边长 
由1起成倍地增大的同心开正方体覆盖，这些正方体当然也构成的子集的 

L 覆盖），并且不止一个.因此，外测度定义中的 { z k I I 是五的 L 覆盖1 

L fc = l J 

总是以0为下界的非空数集，从而有下确界.但是要注意,对于有的点集 ^例如 

0 C 

R 1 中的区间（0, + 00 ))，如果它的任意 L 覆盖都有 Z 14 I = + ~，这时 

“1 

自然就等于+ I 除了这种情况， ml 永远是非负实数.可见，是外 R n ) 
— iF =[0，+ a ] = R + U { + =» } 的（以集合为自变量的）广义非负实值函数. 
这个函数对 R ” 的任意子集都有意义，即其定义域是巧 R n ) tR n 的幂集，即以 R n 
的所有子集为元素的集合），而它的值可以取任意非负实数或+ T ，也就是说， 
它的值域是 

显然，空集0的外测度为0, FT 的外测度为 I . 

例1直线上的任意可数点集的外测度为 0. 

证明 设丨七，％，…，〜，…丨 CR 是一个可数集.对任意数 e >0, 作 

h = ( a k ~ + s /2 k ) (k = 1 ，2, …）， 

则是 £的1 覆盖.因此 

00 00 

0 m * E ^ ^ |/ A | = ^ e 2 ~ k+x = 2 s , 

A = 1 A 5= 1 

由 e 的任意性知 m * E =0, 

外测度为0的点集称为零测集.由此可知， R 1 中的有理数集 Q 为零测集. 
请读者把这个结果推广到髙维空间，例如，写出平面上的有理点集 

Q 2 = i ( x , y ) e R 2 I x,y e Qi 

是 R 2 中的零测集的证明.从本章开始时的分析知道，如果用外包多边形来定义 
外测度，得到 Q 〗 的 Jordan 外测度为1;而现在用外包可数多边形来定义外测度， 
则得到 Q 〖的 Lebesgue 外测度为 0. 从这里看出，用多边形覆盖和用可数多边形 
覆盖这两种不同方法来定义外测度，区别有多大. 

例 2证 明：任 意开矩体的外测度等于它的体积. 

证明设/为开矩体，由于/构成它自己的一个 L 覆盖，按定义有 
|/|.另一方面，对任意4>0，令/ ；1 为与/同心而边长为/边长的 A 倍的开矩 

体， f 为匕 的闭包（与 L 边界相同的闭矩体）.若 U fc l 为/的任意 L 覆盖，则对于 
0 <A <1,它也是7；的 L 覆盖.于是由有限覆盖定理，可从其中选出有限个开矩体 
(设它们是 A A ，…山）将 f 覆盖.故有 
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i \ h I ^ x I ^ I ^ i/j = A n i / i . 

k - l k = l 

cc 

由于上式最左端与 A 无关，令 A —1 -0 即得 [U I 彡 UI ，从而 ‘/ 彡 |/|. 

& = 1 

正反两个不等式说明肌‘/= 1/丨. 

定理 2. 1外测度有以下 性质： 

( i ) (非负性）对任意 ECR ' OSmlSm ，即外测度为非负广义实值 函数； 

( ii ) (单调性）若 & C £ 2 , 则‘ 

oc 

( iii ) (次可加性）爪 *( 己 I E h )^ ^ m * E k . 

A = 1 k = \ 

证明性质 （0 是明显的. 

( ii ) 由于戈 C # 2 时，凡是 E 2 的1 覆盖都是仏的 L 覆盖，根据下确界的性 

质易见，有 m * E ^ m * E 2 . 

oo 

( iii ) 不妨设不等式右端 ^ m * E k < 怎，这时对任意£ >0及正整数》，存在 

k = \ 

仏的 I 覆盖 U (A) I ; E N + 丨，使得 

oo 

X lA ⑴丨 < m * E k +2、，（“ 1，2,…） 

i - \ 

很容易看出， U t u) …丨是 Cj 仏的 L 覆盖.故由上式及外测度定义， 

k = 1 

00 00 00 00 
0 ^ ( (J ^ ^ ^ | / t (A) I < ^ {m* E k + 2 ' k e) < E k + s. 

jt = 1 A = 1 i = 1 i = l ib = 1 

在上式中令0,即得所需不等式 .口 

次可加性是外测度的重要性质，它完全是由于用外包可数多面体定义外测 
度带来的结果.由前面对有理数集 Q 〖的 Jordan 外测度的分析可以看出 ， Jordan 
外测度对可数无限个点集没有次可加性. 

由外测度的单调性与次可加性立即可知，零测集的子集及其可数并集仍是 
零测集. 

例3任意（开、闭或半开半闭的）矩体的外测度等于它的体积. 

证明设/为开矩体，例2已证 mV : |/丨. 

再求/的闭包/的测度.由于 A > 1时 ， /C /C / A ， 根据外测度的单调性， 

| I | - m* I ^ m* I ^ m* I x = |/ A | = A" | / | . 

令 a — 1 + o 得 irT / - | 7 | = |/| . 

至于半开矩体的情形，仍由外测度的单调性，它的外测度应在有相同边界的 
开矩体和闭矩体的外测度之间，而后二者的外测度相等，因此半开矩体的外测度 
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也等于该矩体的体积. 

例3表明，对于矩体来说，外测度就是体积，因此外测度是体积的一种延拓， 
然而它究竟能否成为我们所希望的 Jordan 测度的推广，关键之处还在于，要看 
外测度是不是具有可数可加性（参看本章开始时的分析）.实际上，外测度并不 
具有这种性质 ® ，所以它不是我们所希望的 Jordan 测度的推广. 

例 4 Cantoi •集（：为零测集. 

证明 设匕是 Cantor 集的构造过程中第 A : 步所留下的个闭区间（它们 

每个长为 3^) 的并集，故由外测度的次可加性，不超过这些区间的外测度 
(即其长度）之和.因此， 

0 m * C = pj ^ m * F N = 2^3 , 

k^l 

其中 TV 为任意正整数•令 N ^ oo 就得到 m + C =0, 即 C 为零测集. 

这个例题说明，存在不可数的零测集.另外，由外测度的次可加性和例1容 
易看岀，区间[0，1]中的无理点集的外测度为1，而我们知道，这个点集与 Cantor 
集都有连续统的基数，可是它们的外测度却相差如此之大.由此可见，外测度与 
基数是从不同角度刻画点集“大小”的概念，实际上反映了点集两种完全不同的 
特 性：前 者是对点集占据空间大小的 度量； 后者则是对集合中元素多少的度量， 
而与其点在空间中的分布情况无关. 

§2.2 可测集与测度 

外测度虽然对所有点集都有意义，但是它不具有可加性，不能把它当成体积 
的推广.因此我们放弃要所有点集有测度的想法，改为寻求一个范围很广的集合 
类，使得外测度在其中具有可加性（即其中不相交的集合的并集的外测度，等于 
各自的外测度之和）.这类集合我们称为可测集.可测集有什么特点，如何用外 
测度来描述它们呢？为了简单起见，下面先分析一下 R 2 的情形，即分析平面 
点集. 

外测度为什么没有可加性而只有次可加性？粗略地看是因为，它是对点集 
从外部用可数多边的“多边形”包围或覆盖的方法测量得到的“体积”，而点集情 
况复杂，这种测量难免不够准确.为了得到准确的结果，求 Jordan 测度的方法启 
发我们，可以再用从内部向外扩张的方法进行测量（其结果称为内测度，即内含 
可数边形面积的上确界，点集的£的内测度记为 m , E ) ，看两种方法的结果是否 


①有兴趣的读者可参看曹广福编《实变函数论》，髙等教育出版社与斯普林格出版社，2000年， 
pp. 38 ~ 39 



一致.如果一致（即 = 就可以考虑把这种点集定义为可测集，而可测 

集外测度应该是可加的. Lebesgue 当年正是按照这个思路定义可测集，并建立了 
具有可数可加性的测度理论的. 

然而，内与外本来是相对的.事实上，若£是有界集，取开矩体则从图 
2. 1 可以看出，如果 iM 是八£的[覆盖，那么八 Cj 就可以看作内含于£的 

ft = i 

可数多边形，因而其“体积”的上确界 



图 2. 1 


00 

su p { |/| - X I / J \\h \ 是八 £ :的 l 覆盖 } 

k : 1 

便应该是 E 的内测度但是因为 


00 00 

S up { 丨/| - [ I I } - I / I - inf {[ |/J I ⑷是八 E 的[覆盖 }， 

k = i k 


所以 


m * E = I / I - m* ( I\E). 


这说明，内测度可以通过外测度来定义.因而 E 可测的条件 m*E = m * E 也就 
成了 

m*E - | / | - m* (I\E ) , 

或者把这个式子再改写一下就得到4应使得任意包含£的矩体/满足 

m* I = m * E + m * ( I\E) , (2 ) 

此式的特点是不岀现内测度.后来，希腊数学家卡拉泰奥多里 （ Carathhdory ) 发 
现一个与 （2) 式等价且形式上很相似的条件，如果用它作为可测集的定义，在建 
立测度理论时，一些证明可以简化，显得十分便捷.其思想就是，在上述等式中用 
一般的点集^代替矩体/，而且 E 不需有界的限制.注意，在 （2) 中我们假设了 E 
C /， 因此 （2) 完全等价于 

m* T ^ m* (T n E) + m* \ T n E c \. 

用任意集合 r 代替/，便是下面的定义. 
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定义 2.2 设芯 CR ' 若对于任意的 rcir 有 

m * T =： m * (T n E ) + m * (T n E c ) , (3) 

则称 £ 为 Lebesgue 可测集，简称 £ 可测或 £ 为可测集.可测集的外测度称为£ 
的 Lebesgue 测度，记为 mE , 简称为 E 的测度.全体可测集组成的集合称为可测 
集类，记为 

• 此定义中的等式 （3) 称为 Caratl^odory 条件，其中的 T 称为试验集.注意， 
这里的 r 是任意的集合，并不要求 TDE , 

定义 2. 2在几何上表示（见图 2. 2): 若任意点集7^被£ :分割 成的在£；内的 
the 和在 t ? 外的 rnf ， 这两部分（子集）的 
外测度是可加的，就说 E 可测. 若把两个点集 7 
4和 B ， 在满足和5〔£° (即 Bfl £： = 0) 

时，称为被£:隔离，那么也可以说，可测集是 
这样的点集 ：任意 两个被它隔离的点集，其外 图 2 .2 

测度都可加.记住这个几何意义对理解可测集的定义很有好处，我们把它写成一 
个命题. 

命题 2.1 R n 中的集合£：可测的充分必要条件是对任意的4 CAB C 
E ' 有 

m * (A U B ) - m * ( A ) + m * ( B ), (4) 

证明必要性.设五可测，则在 （3) 中取 r = 4 us ，得 

( r ) = (A u B ) = ( (4 U B ) fl £) + ( (4 U B ) fl £ c ) 

= m *( A ) + m *( B ). 

便得 （4). 

充分性.已知 （4) 式成立，则对任意 r , 取 a = = rn £：% 这时 acej 

cf ， 从而 

m * { T ) = m * (A U B ) = m * ( A ) + m * ( B ) 

= m * (T Cl E ) + (T n E c ) ， 

因此 £ 可测 .口 

读者可能会问， Camthhdory 条件 （3) 中的试验集7 1 可以取为 R n 内的任意 
集，而上面由 E 的内、外测度相等得到的等式 （2) 中，/只是包含£的矩体，因此 
似乎点集 E 满足 Carath ^ odory 条件，要比其内、外测度相等要求高得多.但事实 
上，到本章末做完习题27后，读者会知道，它们其实是等价的.并且，正因为 
Camthdodory 条件中的试验集 T 可取为 R n 中的任意集，才使得一些证明变得简 
单，可见 CarathSodory 对 Lebesgue 当初的测度理论洞察 之深. 此外，还值得指出 
的是，借助 Carath ^ odory 条件，从任何一种外测度出发，都可以定义一种测度，而 
不需知道这种外测度是怎样得来的.因此， Carath ^ odory 条件除去为建立 
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Lebesgue 测度提供了一条便捷途径之外，对于在 IT 或其他空间上建立一般测度 
的理论更有重要意义. 

由可测集的定义易见，空集0及厌"可测，并且 =0, m ( R n ) - oo . 

例5零测集是可测集，其测度为 0. 

证明 若五是零测集，即=0,则对于任意 TcR n 有， m * ( rn 五）= 
‘五=0,因此 、 

+ m * (T n E c ) 矣 E + m * T = m * T. 

而由外测度的次可加性，反方向的不等式 

m* T ^ m* (T D E) + m* (T H E c ) 

成立，从而 

T 二 nT (T D E) + m* (T D E c ), 

即 E 可测且 mE ~ m * E = 0. O 

由此可知 R n 中的有理点集 Q (可数）和 Cantor 集 C (不可数）都是测度为 0 
的可测集. 

由可测集的定义还可得到如下的简单 推论： 

推论 （0 £：可测当且仅当 P 可测，即任意点集与其余集可测性相同（因 
为 E 与 E c 可测的 Caratheodory 条件是一样 的）； 

( ii ) £可测的充分必要条件是，对任意点集7 1 有 

m* T ^ m* (T H E) + m* \ T (1 E c \ , 

这是因为由外测度的次可加性，与此相反的不等式 (THE) (T 
n£T) 总 成立； 

(iii) £ :可测的充分必要条件是，对于任意开矩体/， 

|/| ^ m*(/n E) + m * \l n E c \, 

证明设试验集 r 有，则对于任意正数 e > o , 有芯的 1覆盖 u A ! 

QC 

使得 Z <饥1 +占，因此 

fc = I 

00 00 

m*(rp|£：) + (T n E c ) ^ (I k n E) + ^/n* (I k n E c ) 

A - 1 k = l 

00 00 

=X o* (/, n e) + m* u n r )) 彡 Z U 1 < e + ^, 

i = 1 A = 1 

令 €~^0 即知，五满足 Caratheodory 条件 ； 当 T 7 = oo 时， Caratheodory 条件显然成 
立.故五可测 _ □ 

简单推论 （ Hi ) 告诉我们，为了检验点集的可测性，可只验证当试验集为矩 
体时， Caratheodory 条件是否成立.有时这使问题简单多了（参见后面的定理 
2.4). 
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下面讲述测度的性质，特别是这种测度确实有可数可加性. 

定理 2. 2( 测度的完全可加性） 

( i ) 若 & e e 则 五 皆属于 

( ii ) 若尽 e J ( kl ，2, …），则 IJ E k ^ 

k = 1 

若还有 AnA = 0( wi，/，y = i ，2 ，〜）jy 

00 

m { u = X 矶⑹‘ 

k = 1 = 1 

证明 （ i ) 设的任意子集，要证 

(r n (a u e 2 )) +‘ （ 70 (^ u e 2 ) c ) ^ m* (r). 


为此，把 7^(£ ： 1 0£ 2 ) 分解成三部分（见图 2.3 )，便有 
m*(Tn (E t u E 2 )) +m*(rn (戈 u e 2 Y) 

二肌 * (r n (A u £ 2 )) + (r n K n g) 

在 (r n A n £ 2 ) + 〆 (r n 仏 n g) El 

+ m* (t n e n e 2 ) +m* (t n e\ n g) 

⑩ rn % n £ 2 

其中最后两步分别用到了 A 可测与 A 可测的条件，故 ^ the ^ 
E,uE 2 b ㊂ TnE c ,nE 2 

注意到 （ An£： 2 r ug ， 五】\£ 2 = A ng ， 再应 图 2.3 

用 E 可测的充要条件是 P 可测，便可证得 
的可测性. 


( ii ) 首 先设尽 n & = 0( 当 wy )， 令 s = U = U 由 （0 知 A e 

* = 1 t = 1 

i 根据可测集的隔离可加性（命题 2. 1)， 对任意 

为匕0瓦 2 = 0)，有 

m* (t n (E, u (T n e 2 )) 

- m* {T C\ E ] ) + m* (T (1 E 2 ). 

用归纳法便知对任意 l 

m*(Tn ( u Ei )) = Sx(rn A ). 

i = 1 * = 1 

因此 

m* {T) = m* (T D S k ) + m * ( T H S c k ) 

k 

- ^ m* (T C\ E t ) + m* (T C\ S c k ) 

i = 1 
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k 

彡 (T n E t ) (T n S c ) ， 

i= 1 

其中最后一步用到了 Tns c cTns c k . 在不等式两边令 a ；— 00 取极限，得 

00 

m* (T ) 多 (T H E t ) + m* (T H S c ) 

* t 


彡爪 •( Cl (TnE i ))^m^(Tns c ) 



=n ( u AW + mVrn s c ) 

i = l 

= 〆 (r n s ) + m * (T n s c ) , 

这就证明了 s e 在上式的第一个不等号中，取 r = s ， 得到 

00 

m* (S) ^ Y m* (£.) , 

f = 1 

但反向不等式总是成立的，故 

m *( S ) = 尽）， 

£ = 1 

即 

0Q 

m * ( \J E i ) = (尽) • 

i = 1 i = 1 

这 就在尽 互不相交的条件下，证明了 ^ ^ ^且有等式成立.下面讨论一般的 
E , G J(i = l ，2, …）.令 

k-l 

5, = E x ,S k = £ A \ |J E i9 k = 2,3 ,…， 

i = 1 

则'门4 = 00句*)，且 

00 00 
U 尽 =U V 

t = 1 h = i 

故 0 A = .1 □ 

i - 1 

oo 

作为定理的一个显然的简单推论是，若尽 e = 1，2,…），则厂| & e 

i = l 

定理的另一个简单推论是，若 G u 2 e UIJ 

m(E 2 \E l ) = m(E 2 ) - m(E l ), 

事实上，这时尽 因为仏 =0，所以 

m(E 2 ) - m{E x ) + m(E 2 \E ') ， 

移项即得所要求的结果.请读者举例说明，条件 e , ge 2 是不能 少的. 
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定义 2 . 3 设 x 是一集合，厂 cwu )， 即 r 是由 x 的部分子集构成的集合. 
称厂是 x 的一个 c 代数 ，如果 

⑴ r ； 

( ii ) 若4 E 厂，则， G 尸 ； 


( iii ) 若岑 E 尸0 = 1，2,…），则 （ J 岑 e 广 

i = \ 

从前面的讨论知， R n 的全体可测集，构成 R n 的一个 o ■代数，即 i 是 R n 的 cr 代 
数. 

可测集列丨 A 丨的上极限和下极限都是可测集经可数次并或交运算的结果， 
因而是可测的，但是一般地没有 



下面讲一种很有用的特殊情况. 

定理 2.3 ( i ) 渐张可测集列丨^ \ E k GE k + l ,yk e Nj 的极限集 lim 圮 = 

i— 


u 仏可测 ，并且 

Jt = l 

lim E k ) = lim m ( E k )； 

A—►<» A—►«> 

( ii ) 渐缩可测集列 1 A I E k + l CE ky )/k E N ) 的极限集 lim 仏 = ^仏可 

“l 

测，若还有某个〜的测度有限 （/ V 是某个正整数），则 

m ( lim E k ) = lim m ( E k ). 

ft—^oo 

证明 （ i ) 因为这时 lim 仏是可测集的可数并，所以是可测的，下面证明求 

A—► 00 

测度和求极限可以交换次序.不妨设所有 m ( E k ) <oo ( 否则会有 m(\im E k ) = 

h 一 ► oo 


lim m ( E k ) =oo ，定理自然成立），令匕 = 仏\^^及五。 =0 ，则 （J A = U 匕， 

a = i it = i 

而所有 F k 互不相交，并且每个 '有 

m { F k ) = m ( E k ) - m { E k _ x ), 


因此 


E k ) = m( \J E k ) ~ m { \J F k ) - X m ( F 0 

A = 1 A = 1 k = 1 


oo 

=X ( m ( E h ) - m ( E k _ } )) = lim m ( E k ) t 

kTi k … 

( ii ) 这时 lim 仏 是可测集的可数交，所以是可测的. 若有 N 使 m ( E N ) < 

A — 

00 ，则 

00 

m ( lim E k ) = m ( E k ) ^ rn { E N ) < oo . 

k-*oo vil*/ 
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令 F k = E N \ E k (k e N +)， 注意 / c >7 V 时仏(=£~，我们用两种方法来计算 
H U F k ) :一 方面， 

A = 1 

00 00 

M F k ) = m ( E A \「] E k ) = rn ( E N ) E h )； 

jt = i k = i ^ 00 

另一方面，由于丨 hi 渐张， 

oo 

m( M F.) - lim m(F k ) = lim(m(E N ) - m(E k ) ) - m(E N ) - lim m(E k ). 

k — ① A—> oo 

A — 1 

于是， 

m{E N ) - m( lim E k ) - m(E N ) - lim m(E k ). 

k—*^ oo A—+« 

从这个等式两边同时减去有限数 m (^ v ) 即得所需结论 .口 

对于上面定理所说的渐缩的情况，要注意“有某个#使测度 m(E N ) < 
00 ”这个附加条件，没有它不能保证 lim E k ) = lim m(E k ) t 

k — ► oo it—^oo 

例如设 A = (/ c ，+ oc ) CR 1 u = 1，2,…），则 I A 1 是渐缩的，但是所有 
m ( E k ) = oo ，而 m ( lim £^) - m { 0 \ =0,因此 lim E k ) 9 ^ ^ = lim m ( E k ). 

k — ► oo h ― ► oo k — ► oo 

§2.3 可测集的特征 

上一节说明，可测集有许多良好的性质 • 但是除了零测集及其余集之外，我 
们还不知道究竟哪些点集可测？它们有多少？除了定义以外，能否再给出可测 
集的一些简单特征？为了深入理解测度和可测集，很有必要弄清这些问题. 

定理 2. 4任意（开、闭或半开半闭）矩体/是可测集，并且 m (/) = |/|. 

证明根据可测集后面的简单说明，只需要证明，对于任意开矩体 J 有 

\ j \^ m ^( jni ) (J n P ). 

很明显，其中的 Jn / 仍为矩体（记为人），而 / nr 可分解为有限个互不相交的 
矩 体人， / 2 ,…，4的并（只要延长与/相交的 •/的 
各边即可做到，平面的情形如图 2.4). 因此 


I ^ I Ja 

图 2.4 

因此/ 可测. 再由例 3， m (/) = m *( l ) = |/|. □ 

推论任意开集和闭集都是可测集. 


/ = U A , 并且由于体积有可加性， 

A = 0 

N 

m* (J D I) + m*(/n/ c ) < Jk 

ft = 0 

= X 丨人丨 = I 川， 

Jt =0 
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证明 因为开集是可数个半开矩体的并集，所以开集可测.又由于闭集是开 
集的余集，因此闭集可测 .口 
下面介绍一类重要的点集. 

定义2_4 对任何确定的 n , R n 中可以表示为可数个开集的交的点集称为 

G s 型集； 可以表示为可数个闭集的并的点集称为^ 型集. 一般地，可以用开集 
或闭集的可数次交与并运算表示的点集称为博雷尔 （ Borel ) 集 •所有 Borel 集组 
成的集合称为 Borel 集类. 

由 De Morgan 法则可知，型集的余集是心型集； L 型集的余集是 G 型 
集；任意 Borel 集的余集仍为 Borel 集. 

Borel 集包括所有的开集和闭集，因而很多是常见的.特殊一些的，例如，由 
中的一点％组成的单点集，因为可以表示成 iM = ，所以是 G 

型集（它本身是闭集，也是型集），从而可数点集（特别是有理点集）、无理点 
集（有理点集的余集） 、 Camor 集、空集0以及全空间 R " 都是 Borel 集. 

由于可测集的可数并、可数交及其余集仍然可测，因而容易得到下面的 

结论. 

定理 2. S 心型集 ，匕 型集，以至一般的 Borel 集，都是可测集. 

Borel 集都是可测的，又 Borel 集类对集合的可数并与可数交运算封闭，所以 
Borel 集类是代数，并且是可测集类这个 c 代数的 cr 子代数.那么， Borel 集类 
和可测集类这两个 o ■代数是否完全相重了？ R n 中还有没有不是 Borel 集的可 
测集？ 下面从比较这两个集合类的基数来回答这个问题. 以〃 =1的情形为例， 
直线上的 Borel 集可以由端点是有理数的开区间通过可数次的交、并以及取余 
的运算来得到，从而它可以与有理数序列对应.因此（参看第一章的习题 25 ) ， 
Borel 集类的基数为 K (连续统基数，在 n 多 2 的 R n 中也一 样）； 而 R rt 中可测集 
类的基数不超过的幂集的基数（即 2 N ) ，又不小于 ^ antor 集 C 的幂集（其元 
素全是一些零测集）的基数，而后者的基数也是 2 K (因 f = K ). 所以可测集类的 
基数是 2' 比 Borel 集类的基数大，从而肯定存在非 Borel 集的可测集.那么， 
Borel 集与一般的可测集有什么关系？请看下面的定理. 

定理 2.6 若 £cR n 可测，则 

( i ) 对任意正数 I 存在开集 G ， 使得且 m ( G \ E ) 

( ii ) 对任意正数6存在闭集 厂， 使得 FC 五且 m (趴 F ) < e . 

证明 （ i ) 若 E 可测，令 

B k = i^|rtGR n ,/c-l^ I x I < k\ = 1,2,***, 

Eh = E C\ B k1 
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ao 


则所有是互不相交的可测集， m ( E k ) < 00 ，E = (J A 且 m ^ E ) = 

& = 1 

00 

^ m { E k ) y 因此对任意 A ， 存 在仏的 [覆盖 14 I 丨=1，2，"_1使得 

t = i 

00 

I I 4 I < m(E k ) + 告 . 

1 = 1 Z 

令 G = 0 4,则有且 
/ = 1 

oc 

爪 （ G k \ E k ) = m ( G k ) - m ( E k ) ^ | 4 I - m ( E k ) < 

l = \ ^ 


再令 c = u Q ，则 C 为开集且有以及 


( C \£) = m(]J G k \ U E k )^ m ( |J ( G k \ E k )) 


^ X m ( G k \ E k ) < X 告 =& 

( ii ) 由前面的结论出发，应用开集和闭集的对偶性（开集和闭集互为余集） 
即可得证.具体来说，对于可测集 P ， 由刚才证的（0,存在开集 C 使 CD 且 m 
( G \ E C ) 〈心令 F = C C ， 则 F 为闭集，且有 FC 五和 E\F = G \ E C ，故 m ( E \ F ) = 
m ( G \ E c ) < s . \J 

定理 2. 7 设£是『的任意子集，则下列 （ i ) 和 （ ii ) 都分别是 E 可测的充 
分必要 条件： 

( i ) 存在心型集丑使得//〕£；，且 m *(//\£；) =0 (E 可测时，这样的 i / 与 E 
的测度相等，称为 E 的等测 包）； 

( ii ) 存在^型集尺使得 KCE ， 且 ‘（ MK ) =0(£可测时，这样的与£ 
的测度相等，称为 E 的等测核）. 

证明 （ i ) £ 可测时，由前一定理，对任意正整数 < 存在开集仏〕£，且 

m ( G k \ E ) = ( G k \ E ) < 1/ k . 


于是令开 = A Q ，则 // 是 G 型集， //=) 五且 

k = \ 

m ( H \ E ) ^ ( G k \ E ) < \/ k(k = 1，2，".）， 

故 m ( H \ E ) =0,满足定理的要求.反之，若 // 为型集，//：)£且^ ( H \ E ) = 
0,则//和 H \ E 都是可测集，从而五=//\(//\£)也可测_ 

( ii ) £可测时，由于 F 也可测，故存在 Q 型集且肌*(//\£。 =0. 
令尺 = / T ， 则尺为^型集，尺 C 芯且£\尺=孖\五'因而 m ( E \ K ) : m ( H \ E c ) =0, 
满足定理的要求.反之，若尺为匕型集， KC [且 ( E \ K ) :=0,则由于五 =《U (五\ 
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K )， K 及 E \ K 都可测，故 E 为可测集 .口 

用证明定理17的方法，可以得到定理 2.6 的逆定理. 

定理 2.8 设 ECR ' 

( i ) 若对任意正数心存在开集 A 使得 ( G \ E ) <占，则£： 可测； 

( ii ) 若对任意正数 h 存在闭集 F ， 使得 FC £ :且 ( E \ F ) <心则£：可测. 
证明请读者自己写出来. 

简单来说，上面三个定理给出的可测集的特征 就是： 

( i ) 可测集是可以用外包于它的开集（或内含于它的闭集）逼近的点集.依 
外测度而言，逼近的误差（不重合处）可以任意小； 

( ii ) 可测集是一个心型集减去一个零测集，或是一个匕型集并上一个零 
测集. 

特别后一条特征还可以进一步归结为 ：可测 集就是 Borel 集与零测集的并 
集或差集.由此可见 Borel 集对了解一般可测集有重要的 意义. 如果说 Borel 集 
的结构是比较明确的，那么要了解可测集，只需弄清零测集.依测度而言，零测集 
是最简单的了，但它的其他结构和性质却十分丰富（例如，存在 Cantor 集这样具 
有连续统基数的零测集），在测度理论中起关键作用. 

至此，本节开始时提出的问题已经有了很好的回答.特别，我们知道 Lebes - 
gue 可测集的基数是 2 K . 由此看来，可测集与所有的点集是“一样多”，这么多的 
可测集对于实际应用已经足够.但是应该知道，从理论上说，仍然存在不可测集 • 
我们把它写成一个 定理： 

定理 2. 9对任意 n ， R n 中存在不可测集. 

定理的证明偏离课程主题太远，在此不给出了. 

第二章习题 

1_若£：匚11，爪*£：：=0，证明|/|：«£ £：|的外测度也是 0. 

2. 若都是 IT 中的开集，且4是 S 的真子集，试问是否必定有若都 
是闭集（其它条件不变），是否可能 mA < mB 呢?_又若一开一闭，结果又怎么样？ 

3. 设 £^[0 ， 1] 为可测集，若讯 £ = 1 ，试证云 =[0,1]; 若爪 £=0 ，试证妒 =0. 

4. m ^=0, 试证对任意集 B 都有 = m 1. 

5. 设 A 为任意集，忍为乂的可测子集，证明 ( A \ B ). 

6. SAcACiT 且 £i 可测，又有二 m‘E 2 , 试证 £ 2 可测 . 

7. 证明： 有界集£:可测的充分必要条件是，对任意开集 C 有 

mG = m * (G O E ) + m * ( G \ E ). 

8. 证明 ：对于 R " 中任意两个外测度有限的点集 4 与都有 

\ m * A - m * B \ ^ m * ( A \ B ) + m * ( B \ A ). 
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9. 设 4， BCR " 且4可测，， 试证： 

m* (A D B) + m*(,4uB) = m* A + m* B t 

10. 试证下列 （1) 和 （2) 都是点集五可测的充分必要条件： 

(1) 对于任给的£>0,存在开集 C 和闭集 F ， 使得 

F C £ C C 且 m(G\F) < e ； 

(2) 对于任给的£>0,存在开集，使得 

m(G l fl G 2 ) < e. 

11. 设 4， BcR n 都是可测集，试证 m (4 uB ) =mA+mB 的充分必要条件是门 S 是零测 
集. 

12. 设/是定义在 R 上的实值连续函数，证明它的图像 lU ， y)e R 2 \ y = f ( x ) ,x £ R | 
是 R 2 内的零测集. 

13. (1) 若五是直线上的有界可测集，实数 a 满足0矣，证明存在£ :的可 测子集 
I ，使得 mE a ~ a ； 

(2) 叙述并证明 （1) 在高维空间中的推广. 

cc 

14. 设 |£： ft | 是 R n 中的集列，满足< 00 ，试证 lhn 和& A 都是零测集. 

k = 1 k—w k ~^ w 

15. (1 ) 设 I 仏 1 是区间 [ 0, 1 ] 中的可测集列， m£： A = 1 ( A = 1，2,…），试证 
00 

m ( n 五 J = 1 ; 

k = [ 

(2) 若 & C [0，1 ] ， mE k = 1 ，2, …， 7 i ) ，试证 p | £： A ) > 0 ； 

k = l 

(3) 若 A C [0,1 ] ， 1 > mE k > oi k > 0 U = 1，2,…），试问 UJ 满足什么条件能使 

00 VJ 

呶 n £；) > o ? 又若要使肌 （ n &)> 1 是一个充分小的正数 ）， I % i 应该如何？ 

A = 1 k - I 

16. 若对于 R n 中的任意点集七圮定义它们之间的距离为 infiw ' y ) I e ^, r 
e ⑴■现在设 4 满足 d ( A , B ) >0, 证明： 

m* (A U B) = m* A + m* B. 

17. 试从可测集的定义出发直接 证明：若仏， & 可测，则尽 HE 2 可测. 

提示： 仿照定理 2.2( i ) 证可测的方法. 

18-证明：『中的任意集友可测的充分必要条 件是五 n a 五（3五是£:的边界）可测. 

19. 证明： 设/是区间[0，1]上的可微函数，令 E 0 = \x ^ [0,1] |广（4 = 01 ， 证明 
m ( f ( E 0 )) =0. 

20. 证明： 对于 £； ClT ，/7 r £ = i n flmG I C 为开集且 GdE\. 

21. 若 £； cR n 有界且 m * £： = sup I mF I F 为闭集且 FcE \ ，试证 £： 可测 • 

22. 设 AcB (0， R ) ClT ( hl ，2，〜） iW : 

limm * E k ^ m* ( lim ) 和 limm ’ E k ^ m* ( lim E k ). 

23. 证明： 对于任意五 CR n ， 存在包 含£的 型集"使得 = 

24 -设五为直线上区间[0，1]内的可测集，且 m £：>0, 证明存在％ E £：使得，对于任意正 
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数5有 m ( 1 五 Pi (欠 0 -5，文 0 + 5) 1 ) >0. 

25. 对于直线上的任意点集£，用 I 表示平移 a (« e R ) 以后的点集，即 £ a = U + a h 
e E \ ，证 明：若£ 可测，则 \ 可测且 m£ a = m £；. 

26 . 设£为直线上的可测集，令 £：• = i (*, r)e R 2 \ xs E . yE ： Q 丨 （ Q 为有理数），证明 

£ 4 为平面上的可测集并求其测度.又若上面的 Q 改为 R 中的任意零测集，结果有没有变化? 
证明你的 断言. 

27. 设£:为 R rt 中的任意有界集， 试证： 

(1) 存在含£的最小闭矩体（若/。为闭矩体且/。3£：，又对于任意闭矩体/，只要 /：)£ :就 
有4 C /， 则称/。 为含 E 的最小闭矩 体）； 

(2) 若定义£:的内测度:为 j J 。 | -/^(/。\幻，则对包含£；的任意矩体厂有；^£：：= 
l \ - m * ( I \ E ) ； 

(3) 试证£；可测的充分必要条件是£:的内、外测度相等. 

28. 证明第一章第 53 题的 Sierpinski 三角形是零测集. 

29. (1) 证明： 中任意可测集都可以分解成可数个测度有限的可测集的并. 

(2) 若 m £：< oo ， 证明： 对于任意正数可以分解为有限个测度小于 S 的可测集之并. 

30. 设£有界且 L 可测，则 E 为 Jordan 可测的充分必要条件是 m ( d £) = ()• 
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在绪论中我们讲过，为了定义函数的积分，需要考虑形如 

n 

i = l 

的式子的某种极限，其中 

E i = \x\x [a,b] ,7..! ^f(x) < y t \ , 

mes E t 表示尽 的测度. 因此尽 可测便成为对函数 / 的最低要求.由于尽又可表 
斤:成 

E i = u 1 ^ G [o,6] J(x) ^ y.，! I n \x\x E. [a,b] J(x) ^ ( c , 

而任意点集与其余集可测性相同，因此我们要求 

\x\x E. [a 9 b] J(x) ^ y t \ (i - 0,1 ,2,-*- ,n) 

可测.如果是讨论任意点集上的积分，再注意 h 可以是任意实数，对函数/的要 
求就成了 ：对任 意实数 C ， 函数/应使得点集 U 1% e EJ(x) 多 cl 可测，或等价 
地，点集 E EJ(x) > cl 可测，当然这也包括点集£本身应该可测.这样的 
函数/就称为可测函数.本章集中讨论可测函数的概念与基本性质.从后面的讲 
述可见，可测函数类包括所有的连续函数与 Riemarm 可积函数，它不仅对函数的 
四则运算封闭，特别还对函数列的极限运算封闭，是包含很广的一个函数类，能 
满足绪论中提岀的积分完备化要求，从而成为实变函数论的基本研究对象. 

§3.1 可测函数的概念与基本性质 

首先需要说明，为了讨论的方便与统一，在说到一个 R n 上的函数而不进一 
步说明时，它可以是一元的（定义于 R 上），也可以是多元的（定义于 /I >1的 R rt 
上） • 此外，为了使所研究的函数类对极限运算封闭，还假定函数都是取广义实 
数值的.就是说函数值除了可以取（有限）实数外，还可以等于+ 00或 - 00 .这里 
+ 00和 - 00表示两个确定的（广义实）数，+ 1 (有时也如其他实数一样，写成 
大于一切实数，小于一切实数，当然也有 -00 < + 00 •有关 + 00与 - 00 
的运算规定 如下： 

绝对值： | + 00|=|-00丨=00=+00 ; 

土 M 与实数 a 的运 算： 
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a + ( ± 00 ) = (±oo) + a = ±ao ； 

a - ( ± go ) =(+x)+a=+oo ； 

『 0 ， a = 0, 
(±oo)-a=a*(±oo) = J±oo, a > 0 , 

I* T 00 , a < 0; 

a/ ± oo = 0; 

± oo /a = ±oo( 丄 ) （a / 0 ); 


+ 00 与之间的 运算: 


( + 

00 ) 

+ 

(+ 

00 ) 

= ( + 

00 

) 


00 ) 

= ( 

+ 

00 

) 

• ( + 

00 ) 






= ( - 

00 

) 

•(- 

00 ) 

=+ 

00 

♦ 

9 




(- 

00 ) 

+ 

(- 

00 ) 

= ( - 

00 

) 

-( + 

00 ) 

= ( 

+ 

00 

) 

•(- 

00 ) 






: r (— 

00 ) 

• ( + 

00 ) 

— 

00 

_ 





注意， （± oo ) + (平 怎），（士1)-( :)，2，#都没有意义，就像在实数 

±00 +00 

的运算中，0不能做除数一样. 

定义 3. 1设 ECIT 可测，/是定义于£上的广义实值函数.若对于任意实 
数、点集 u U e A fix ) > a \^ R n 内的可测集，则 / 称为五上的 Lebesgue 可 
测函数，简称/是£上的可测函数，或/在 E 上可测. 

注意，若函数/在 E 上可测，则/的定义域$必须是可测集 - 
定理 3. 1设/是可测集£上的广义实值函数，则下列命题 等价： 
(0/在6上可测； 

( ii ) 对任意实数《，点集 可测； 

( Hi ) 对任意实数 a ， 点集 £(/< a ) 可测； 

( iv ) 对任意实数《，点集 £(/< a ) 可测； 

证明下面简要写出按 （0 —(iO —( Hi ) — ( i v )—( i ) 的次序证明的关键步 
骤，利用它再注意可测集的可数并与差集仍可测，便可完成 证明： 

因为 E ( f ^ a ) = f ) E ( f > a ~ 1/ 幻，所以由 （ i ) 得 （ ii ); 

k = 1 

因为 E ( f < a ) 二£\£(/多^)，所以由(^)得（出） ； 

因为 £：(/备 a )= 厂| E(f < ct 4* 1/ A ) ， 所以由 （ iii ) 得 （ iv ); 

k = l 

因为 £(/> a ) = E \£(/ 矣 a ); 所以由 （ iv ) 得 （ i ) •口 

例 1 任意集 ^ CR n 的特征函数; t £ ( 幻在可测的充分必要条件是，点集 
£：可测. 

证明由于芯的特征函数的定义是; r £ ( 幻 = i (^ e e ), Xe ( x ) ^ o(x g 
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P )， 知 

rR n , a < 0, 

1 x x ^ ^ fXt: (^) >al = I ^ ? 0 ^ a < 1 , 

*■ 0 , a ^ 1. 

由此可见，;在 R n 可测的充分必要条件是， 点集五 可测. 

这样，可测集的特征函数都可测了. 

例2零测集 E 上的任意广义实值函数可测. 

证明 因为这时£(/>幻是零测集的子集，总是可测的. 

再复杂一点的可测函数就是下述定义所指的简单函数. 

定义 3. 2若函数定义在 ECIT 上，只取有限个不同的值 A，a 2 ，…，心， 
并且对每一个纟，取值％的点集 4( = U e E \< p ( x ) = a i () 都是可测集，则称史 
为 E 上的简单函数（这时£ 一定可测）.当 每个尽 是矩体时，称 p 为阶梯函数. 

按照这个定义，很明显简单函数 p 都可表示成如下的可测集的特征函数的 
线性组合， 

k 

9( x ) = X a iXE-i x ) » (% 已 R ， 且/尹 y 时 a 尹 a ; ) (*) 

i = I 

其中各个 尽可测 ，且当时，4门巧 =0, ( i ， j 、 i ，2，"、 k)，G A = E •反 

i = l 

过来，凡是能表示成上式的函数 f 都是五上的简单函数，且只取值 〜 ， a 2, …， a k , 
而尽=芯(/=〜），如果再补充规定〜 <a 2 < %，则简单函数可惟一地表示 
成（ * )式，这时 （* ) 式就称为简单函数^的标准表示式. 

例3简单函数在任意可测集£上都是可测函数. 

这是因为，对于如（ * ) 式的函数 f 与任意实数 a 有 

E{(p > a ) = £( 当 a < a,) ， 

k 

E (<P > «) = u < a i+l ,i = 1，2, …， A: - 1) 

y = i+i 

或五（少 > a ) = 0( 当 a 会 a A )， 

所以总是可测集. 

下面讨论可测函数的四则运算与极限性质. 

定理 3. 2若 /， g 是点集£上的可测函数，则 c/ (幻 （c 为常数）， /( 幻+ 

g (^) ，/(%)_ g (^), /( 幻々（$)(假定在 E 上每一点，这些运算都有意义）都是五 
上的可测函数 

证明 由于 c=o 时 c ywo 及 

E ( cf > a ) = ^(/>«八小>0， 

\~ E(f < a / c ) ,c <0， 
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可见 C / 可测. 

由于 

\x ^ E \f(x) + g(x) > a\ = u e E \f(x) > a - g(x )( 

00 

=U \x ^ E \f(x) > r J n \x Ei E \r k > a - g(x) | 

k = I 
00 

=U \x ^ E \f(x) > rj n U e £ I g(x) > a - r k \ , 

h = i 

其中 I r , 丨为全体有理数的一个排序（关于第二个等式的正确性，参见第一章习题 
第13题），可见 /+ g 可测. 

关于 / g 的可测性，先证/ = €的特殊情形_由于 


E(f 2 > a) - 


E , a < 0, 

E(f > ^fa) \J E{f < - ^fa) , a ^ 0, 


可见 / 可测时，尸也可测 .一 般情形由于允 = T [(/+ g ) 2 -(/- g ) 2 ]， 而由已证 

结果可知， f ^ gj - g ( =/+( -1)#) 及它们的平方差的常数倍可测，从而允 
可测. 

关于 // g 的可测性，先证 1/ g 可测.而因为 

『 E(g < 1/ a ) , a > 0, 

E(l/g > a) = W{g >0) \J E{\/a < g < 0) , a < 0， 

L E(g > 0) ， a = 0， 

由尽可测知 1/ g 可测.一般情形由 / g =/ U / g ) 即可完成证明 .口 
定理 3.3 若 U 丨是点集五上的可测函数列，则 

sup / A ( x ) ,inf f k (x) ,lim f k (x) ,lim f k (x) 

k k k^T 

都是£上的可测函数. 

00 

证明 因为 E(supf k > a ) = U E(f k > a) (这是由于 sup / A 0) > a 时，必有 

k k = i k 

某心使得人（幻 > a ，从而 

oo 

^( sup/ A > a ) C U E(f k > a ). 

又根据上确界的定义，反过来的包含关系是明显的），可见 siip / A U ) 可测.而由 

k 

in(f k (x) = - sup ) -/*( x ) l 可知， inf /； (幻可测•关于可测函数列的上、下极限的 

k k k 

可测性，可由 _ 

Hm f k (x) = sup ( i n fy ；0)) 与 lim / A (幻 = - lim | ~f k (x)\ 


得到. □ 
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推论1若都是 E 上的可测函数，则 

max(f(x) ， g ( x )) 和 min(f(x) ,g(x) ) 

在£:上可测. 

证明首先定义函数列 U 丨 如下： 

/i (^) - f(x) , f 2 (x) = g(x) , f k (x) - - 00 (k ^ 3 ,x e E), 

这时 sup / A 0) = max (/(>) ，贫 O )). 由于 i /* l 是可测函数列，因此 max(f(x) , 

k 

g(x) ) 可测 _ 而由 

min (/(>) ,g(x) ) = - max ( -f(x) , - g(x) ) , 

可知 min (/(^) ， g 、 g) ) 可测 •口 

推论 2 若 lim / A (幻对于任意％ E £：有意义，则 lim / A U ) 为可测函数. 

oo A—► oo 

证明 因为这时= limf k (x) - \imf k (x), □ 

“00 hce 

推论 2 表明，可测函数类对于函数列的极限运算是封闭的，因而它是一个包 
含范围很广的函数类，像连续函数类或 Riemarm 可积函数类都没有这个性质. 

定理 3. 4若/是点集£：上的可测函数，仏是£的可测子集_则/在点集 
上的限制是上的可测函数. 

证明 /在点集仏上的限制是指，把/的定义域限制为 S 。， 但自变量与因变 
量取值的对应关系不变.由于 4(/> a ) =£ Q n £(/> a )， 易见结论正确 .口 

定理 3. 5设 i A 丨为可测集列，若函数/在每个点集^上可测，则/在点集 

E = (j E k 上可测 • 

k = 1 

证明 由于 E 总可表 示成仏 （& = 1，2,…）的某些互不相交的可测子集的并 

集（参见第二章定理 2. 2的证明），而/在这些子集上仍然可测，因此不妨直接假 

设 I A 丨是互不相交的.再作£上的可测函数列 U 1 如下义 （幻 = f (^) XE k (^)( XE k 

00 

是仏 的特征函数）.则/(幻=；£/ 〆 ％) (% e 幻，从而根据前面的定理 3. 3的 

k = \ 

m 00 

推论2，/(幻= UmYf k (x) 在£： = U 仏上可测 .口 

fTi k = i 

例 4 闭区间上的连续函数是可测的. 

证明这是由于连续函数可以用阶梯函数（是可测函数）逼近，因此作为可 
测函数列的极限是可测的. 

具体来说，设函数/在闭区间 [a，6] 上连续，从而一致连续.对于 s k = l / k(h 
=1，2,…），存在 & >0,使得当 [a，6] 且 / 丨 <5 A 时， I/O) -/O f ) I < 

e k . 现在对每个&取正整数 M 使得幼-《)/%<&，并作阶梯函数仏（幻 如下： 

< P k ( x ) = /(« + (7 ~ 0 (^ - a )/^) , 
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<Pk( b ) =/(△)• 

可见 I -/O) 丨 < 1 八，从而由 =f(x) (x e [a,6]) 以及所有 

A — 

< P h 可测，知 / 可测 .口 

其实，从第一章（定理 1.25) 我们已经知道，如果函数在 EGR n 上连续，则 
对任意 a e R ， 存在开集心，使得五 (/> a ) •所以只要 五可测 ，五 (/>«) 

就可测.这就是说，可测集上的连续函数（无论是一元还是多元的）一定可测.但 
当£是闭区间时，上面给出的是一个构造性的证明. 

下面的定理说明 ，一 般的可测函数与简单函数的关系，类似于连续函数与阶 
梯函数之间的关系，这个结果在下一章有十分重要的作用.下面先对非负函数证 


明它，而对任意可测函数，则可以把它表示成两个非负可测函数之差来证明.为 
此，对于函数/，令 


/+(%)= max(f(x) ,0) 


/" (x) = max( ~f(x) ,0) 


f/(^) , /(%) 彡 0 时， 

0 ， f(x) < 0 时， 

-/( 文）， /(%) 矣 0 时， 

0 ， /(幻 > 0 时， 

这两个非负函数分别称为/的正部和负部，/与/ +，/_的关系是， 


/(文） 


+ O ) -厂 O ) ， 


\f(x) \ = f + (x) +/' (x). 

由此可见，/可测的充分必要条件是，/ +与与/在同一点集上）都可测 •/ 可 
测时，1/1也可测，但反过来就不一定对了. 

定理 3. 6( 可测函数的逼近定理） 


( i ) 若函数/在 E 非负可测，则存在非负简单函数的递增列 

I A }( 即 0 矣 aO) 矣 仏 +1 (x) = 1 ， 2 ,…），使得 

lim 屮 〆％) = f(x) , x e E ； 

i 一 ► oo 

( ii ) 若函数 / 是在五上的（变号的）可测函数，则存在简单函数列 ， 满 
足 l <^0) I 矣 I / O ) I ，且使得 

lim^O) = f(x) , x B E, 

k —— > oo 

若 / 还是有界的，则上述收敛是一致的. 

证明 （ i ) 首先，因为 

E(c < d) = E(f^ c) H E(f < d) , 

所以对任意实数 c ， t 点集 £( c ^/< d ) 都是可测的.现在来构造收敛于/的简单 
函数递增列丨 A i . 为此先把/的值域分为在 [0， M 内与在+00 ) 内为任意 
正整数）的两部分，再把 [0 A ) 分为等分.与此相应,£也就被分成 A 2 4 + 1个 
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子集.令 

E kJ = \ x^E I j /2 k ^ f ( x ) < (j + 1 )/2*( =： E ( j /2 h ^ f ( x ) < (y + 1)/2*)， 

U = 0,1 ，2 ，…， k2 k _ 1 ) ， 

E hthlk = \ x ^ E\h ^ f ( x ) <+ oo I = E ( f ^ k) t 

A 2 灸 

则 当&固 定时，仏, i ，…， A ， …是互不相交的可测集，且瓦 =U E Kr 现在定 

；= 0 

义 I A 1 如下 ： A (%) = y /2 A ( 当 ％ e = 0，1，2,… , kl k ) ,k - 1,2, 显然所有 

< p k 是非负的简单函数. 

对任意 t 若％ e E 使得 j /2、 八 X ) < C /_ + l )/2*( l^^W -1)，则 < p k ( x ) =： 
y /2 ft ，但这时也有 

2 j /2 k+l ^ f ( x ) < (2 y + l )/2* +1 或（2>+1)/2* +1 备/(幻 < (2; +2)/2 a+1 , 
因此史* + 1 (%) = 2 y /2* + 1 或 ( p k + l ( x ) = (2 y + 1 )/2 ft + 1 ,从而 ( p k ( x ) 在史 * + 1 (幻； 若 
/( 幻多 I 同样的分析 可知仏（ X ) 矣 A +1 (幻，故 1仏丨 是递增列.再由定义可以看 
出，若 X e E 有 f ( x ) = + 00 ，则对任意左，％ E ，从而 A (幻 .=&— 00 = f ( x ) 

~);否则当 &充分 大时戈 e E kj (0^^ k 2 k -1)，从而1%(戈) - fix ) I ^ 
1/2&— OO—oo ) ，这就证明了只要 x G E 就有 lim ^ O ) =/( x ). 由此可见， i < p k ( 

it —► QO 

符合要求，完成了 /非负情形的证明. 

( H ) 记/-/ + (%)-厂（％)，其中/+，厂是/的正部与负部•由 （ i ) 知，存在 
简单函数的递增列 1乂”|和丨少尸丨 ， 分别以/ + 和 /_为极限，并且0 矣（幻矣 
/ + (幻,0^^ 2) U ) 矣/ _ (幻.令吣（幻= < p { k l) { x ) - < p [ 2) ( x ) ，贝! H 丨仍为简 

单函数列，并以/ + -/■ =/为极限，且满足 

I < p k ( x ) I = < p ( k l) ( x ) + < pl 2) ( x ) 矣 / + O ) + 厂 O ) 矣 \ f ( x ) I , 

故仏 符合要求. 

若在五上有 l / U ) 丨名 M ， 由于 id ” 丨和丨 d 2) 丨分别是按 （ i ) 的方法做的简单 
函数的递增列，故当& > M 时相应 E ktk2k = 0且 

I/+ W ~<p\ X) (x)\^l/2\ 

Lr (幻-4 2 )“）丨矣 1 / 2 *, 

对所有 x G E 与 k 同时成立.由此可知， < jP A ~< p [ l) -史〗 2) 当 k — co 在 E 一致收敛 
到/_ □ 

这就是说，任何可测函数都可以用简单函数逼近，都是简单函数列的极限. 
反过来，对任何收敛的简单函数列来说，它的极限函数也都是可测函数（但不一 
定仍是简单函数）•这种关系类似于实数与有理数的关系，因此也可以说，可测 
函数类就是简单函数类的完备化.由前面的例题可见，可测函数类包含连续函数 
类，以及某些不连续函数（例如简单函数，其中如 Dirichlet 函数还是 Riemann 不 
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可积的），而且对于四则运算与极限运算封闭，所以包含十分广泛.读者试想一 
下，如果不用不可测集，你能举出一个不可测函数的例子吗？ 

在本节最后，我们介绍一个以后常用的专门 用语. 若某个命题（性质 ）/> 在点 
集 E 的每一点有意义，并且存在£的零测子集 仏， 使得在 E \ E 0 的每一点，这个 
命题成立，我们就说命题 P 在 E 上几乎处处成立，记为 P (幻 a _ e •于 E 或 p (%) ， 
a. e. x ^ £ J ， 其中的 “ a _ e . ”是 almost everywhere 的缩写. 

例如，若是在定义的函数有=0,并且当％ e E \ E 0 
时，/(幻 ~ g (^) ，则可以说在 E 上/与 g 几乎处处相等，记为 /( %) = g (%) a . e •于 
心或(几乎处处相等的函数也称为对等的，/与 g 对等就记为注意，这 
是函数的对等，不要与第一章学过的集合对等混淆），它成立的充分必要条件是 

mE{f 7 ^ g) =0. 

又如，函数/在 E 上几乎处处有限相当于， e 五丨 \f(x) I = oo 丨=0;函数 
/在瓦上几乎处处为0相当于， mU 曰 E \f(x) ^0\ =0,可记为 /( 幻 =0 a . e . 
于 E. 

定理 3.7 若 / 与 g 都是定义在点集£上的函数，而 / 在 f ： 上可测，且 / U )= 
g (幻 a . e . 于£，则 g 也在 E 上的可测. 

证明首先由/在£上可测知， E 是可测集.设£。= U E 芯 |/ U ) / 
客 O) !，则 rnE 0 =0. 分解 E(g>a) = \x S E\E 0 | g(x) > a\ \J \ x ^ | g(x) > 

a | ，这里前一点集由于函数 / 可测而可测，后一点集是零测集的子集，从而也 
可测.故由可测集性质以及可测函数定义知，函数€在 E 上可测 .口 

这个定理说明，在零测集上改变函数的定义（甚至没有定义），不影响它的 
可测性.因此定理 3.3 推论2中的幻对于任意％ G E 有意义”可改为 

/e— > 00 

“ lim / 〆 ％) 有意义 a . e.x e £”，而结论不变，即有下述定理（请读者自己写出证 
明）. 

定理 3. 8 若14丨是£上的可测函数列， lim / A ( x ) =/ U ) a _ e . 于£：，则函数/ 
在 E 上可测. 


§3.2 可测函数列的收敛 

在分析数学中，常用较为简单的函数作逼近，去研究更复杂的函数，因此，经 
常要涉及函数列收敛的各种意义及其间关系_在通常意义下，函数列 U 丨在点集 
£上收敛于/是指丨在£上处处收敛（或称逐点收敛）于 /( 幻，即对于任 
意的％ e A 数列收敛到/(%).函数列 U 丨在£:上几乎处处收敛于/ 
是指，存在£的零测子集 A 使得 U I 在上处处收敛到/ U 丨在 f 上一致 
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收敛于/是指， I /；丨在 E 上处处收敛于/，并且收敛的快慢是“一致”的，即对于任 
意正数6存在与五中的点％无关的正数/ V ，使得只要 A >#，对任意的％ e 五，都 
有1人（幻 ~f(x) I <^. 这几种收敛都是我们已经熟悉的，其中最强的是一致收 
敛，其次是逐点收敛，最弱的是几乎处处收敛，即若匕丨在£上一致收敛于/，则 
它在£上一定逐点收敛于/;若 u 丨逐点收敛于/，则它在£上几乎处处收敛于/ 
读者可以自己举例来说明，反过来都是不对的. 

在£上几乎处处或者处处收敛到/的函数列 ，一 般不能保证它（在同一 
点集 E 上）一致收敛到/但是在数学分析中我们看到，任意一个幂级数（的部分 
和序列）在比它的收敛域略小的闭区域上，却一定是一致收敛的.下面的叶戈罗 
夫 （ Egorov ) 定理告诉我们，关于幂级数的这一结论可以推广到很广的函数类与 
点集上. 

定理 3. 9( Egorov 定理）设五 CR n 可测且< oo ， i / t 丨是 在五上 几乎处 
处有限又几乎处处收敛的可测函数列，并且它的极限函数/在£上也是几乎处 
处有限的.则对于任意正数 d ， 存在 E 的可测子集 E s ，满足 <5,而在 E \ E S 
上，14丨一致收敛于/_ 

在给出定理的证明之前，先把它的条件简化一下，可设定理中的/与每个 / A 
在£上是处处有限的，并且1乂1在£上处处收敛于 /• 因为，否则可以从点集£： 
中先去掉子集 U E £■ I \f k (x) \ = +00 I 和丨文 e 丨 \f(x) \ - +00 1以及 i / J 不 
收敛于/的点再进行证明，证完以后再把这些点并入依照假设，这些点的集 
合只不过是零测集，先去掉和后来把它并人 仏对于 定理假设与结论的成立都没 
有影响. 

现在来分析一下 Egorov 定理如何证明.假设 U 丨的条件已经简化.如果 U 1 
在某个点集^ CE 上一致收敛于 /( 幻，我们看看应该如何来描述然后根据这 
个描述，找出合适的很小. U ! 在4 一致收敛到/，是说当&无限增 
大时，在4内所有各点％，/ 〆 幻按一个一致的速度趋近于/(%)，或者说在各点有 
一个趋近于 / U ) 的最低速度.如果用 i //( z 为正整数）作为判断/ 〆 幻与 /( 幻的 
差值大小的标准，考察点集 

A kl = \xS E\\ f k (x) -f{x) I < 1//| , k,l = 1,2,-, (1) 

则 iAl 在 4 上一致收敛于 /(%) 就是指，对任意固定的/，会有正整数 h ， 使得只要 
， 对任意的％ e 4都满足 I / 〆 ％) -f(x) I < 1//，这里卜的大小就表现了 
Ab ) 趋近于 /( 幻的“一致速度”.用点集火，的运算把这个意思表示出来也就是， 

只要％ e 4就有％ e ^因而4 c ^ 并且无论/ = 1,2,-. 都应该有这 

k = k = hi 

00 00 130 00 

样的关系，故 AC n 其实 ， A Pi 乜也是一个使—致收敛的点集， 
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我们把这写成一个引理. 

引理 3.1 设五 CR n 可测，I 乂丨与 j/} 是在五几乎处处有限的可测函数列， 
则在 W C 幻一致收敛到/的充分必要条件是存在自然数的递增列丨\丨， 
使得 


4=004， （2) 

其中4是由 （ 1 ) 表示的集合* 

证明 充分性.设4已表成 （2) 式 •对 任意6>0,存在自然数/，使得 +<1 

oo 

这时卜 便确定.对任意％ e 则％ e 门即当 k ^ k t 时，有 l / t (幻 - f { x ) \ <1/ 

1<S ， 这就是说， U 丨在4 一致收敛到/ 

引理叙述前的一段分析便是必要性的证明 .口 

现在回到 Egorov 定理 3. 9的证明.问题化成了对任意的5>0以及自然数 Z ， 

是否存在合适的卜,使得对应于上面式 （2) 的集合满足 m ( B ) ，其中 
I 由于 

B - E\A = E \ n n = U U (3) 

/ = 1 A = / = 1 k=ki 

其中 

h = E \ A k[ = < x E \ \ f k ( x ) - f ( x ) I ^ ~~~ J . 

回忆第一章的例8,根据定理 3. 9 已作了简化的 假设： I 人丨在 £:处处收敛到 
/，它等价于不收敛的点集是空集，即 

00 00 go 

U 门 U 〜= 0， (4) 

/ = 1 j = \ k =j 

因此定理的证明归结为，在 （4) 的条件下，能否断言存在使得由 （3) 表示 
的圮满足 <&由于 


m ⑻ ^ S m ( U H 


故问题的关键在于，对 每个/ 能否适当选取卜,使得 m 


QC 


U ^ 


hi 


\ 


J 


很小_这是可以 


做到的，因为由 （4) 不难证明 \imrn 


oc 


U A 




J 




o . 我们把这个事实写成另一个 


引理. 


引理 3. 2设 EC R n 可测且< a ，1乂丨是在友上几乎处处有限又几乎处 
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处收敛的可测函数列，并且它的极限函数/在 E 上也是几乎处处有限的，则对于 
任意正整数 /有， 

\imm( (J B kl ) = 0, 

广 如 h=j 

其中 B kl - \x E ： E \ \f k {x) -f{x) I 多 1//|. 

证明 设与 / 的条件已经简化.由于 Cj 是渐缩列，而且它们都包含 

k=j 

在五中，且饥 （幻 < ，由上一章的定理 2. 3知 

00 Q0 QP 06 

limm( (J B hl ) = ^(lim |J B hl ) = 肌（ p| (J B kl ). 

』 h =j 】 一 00 k 7 = 1 k =j 

由 （4) 知对任意/，有 


00 00 

n u 足， =0 ， 

；=1 * =y 

这就证明了引理 3.2 .口 

下面就用引理 3. 1与引理 3. 2,结合前面的分析，来证明 Egorov 定理. 

定理 3. 9 的证明 假设 |/ A 丨的条件已经简化.则对任意正整数 Z ， 由引理 

3.2, limm( ^ B kl ) = 0,故对任意 S >0 存在 卜使得 

广 * k=j 

H U U e £| I f k ( x ) - f ( x ) I ^ i / i \) < ^ 

k ^ k { L 

令 


则 


= U U \xe e\\ f k (x) - fix) I ^ i/l \, 

/; i fc — ^ 


mE s ^ 


5>( U U E £ I I f k (x) ~f(x) I ^ l/l\)< 

’ ；1 k ^ hi 


oo 


I 


_5 

~ l l 


=&• 


根据引理 3. : UA 丨在 E\E S 上一致收敛到/ •口 

注意，若在 Egorov 定理中取消限制 mE <沈 ，它的结论可能不成立，请看下 


面的例子. 

例5在 （0，+ oo ) 内令 


对任意^ 6(0, + 


[1 , % E (0,/ c ) , 

fk( x ) = X(o,k)( x ) = \ 

1*0 ， x S. [k f +oo). 

(k = l ， 2 ,…） • 

oo )， 当 A :>% 时， / 4 (幻 =1. 因此当 A :— oo 显然有 
fk ( x ) - A"(o, + » > (^) — 
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但若有点集 & c (0，~)， 使得 Ui 在（0, +~)\ ^上一 致收敛，则对于&=1/2, 
有正 整数心 使 得&為 心时，所有 X e(o, +T )\五 5 都满足 i / fc u ) - f ( x ) \ < S 0 = 
1/2,而 I / 〆 ％) -/ U ) I 只取值 0 U <& 时）或时）.由此可知，必须对任意 X 
e (0, + 00)\£ 5 有 /[：>心>太，因此（0,+00 ) \ E S C (0，/ c 。） ，从而1>。，00 ) .于 
是不论正数 S 取什么值，都不可能有这说明 Egorov 定理的条件 mE<oo 
是必不可少的. 

把测度和可测函数列的极限结合起来，我们引进一种新的收敛概念. 

定义 3. 3设函数/及 / A U =1，2, …）在£；〔：^上可测且几乎处处有限•若 
对任意的 s >0有 

limm ( \x ^ E \ \ f k ( x ) -/ O ) \ ^ s \) = 0, 

k 一 ► oo 

则称函数列彳 / A 丨在£依测度收敛于 /• 

依测度收敛的几何意义如图 3. 1. 对于任意的5>0，函数7=乂（幻0 e E(Z 
R 1 ) 的图形落在带子丨 （心 e EJ { x ) - e < y < f ( x ) 之外的点的横坐标 

^所组成的集合 

A k = ^ E \ \ f k ( x ) - f ( x ) \ ^ e \ , 



当 / p — 00时其测度 0. 值得指出的是 ，当& 变化时，集合火的位置可 以在五 
内变动. U 1 依测度收敛是说，只要相应的测度而不管皂的位置如何 
变动. 可见这种收敛不由 A 在每个点的性态决定，而是由 A 在整个£的性态决 
定的.这一点读者在后面还会进一步理解. 

显然，若 U 丨在£ 一致收敛于/，它必定在£依测度收敛于/这是因为，对任 
意 s >0, 只要充分大就有 

U e Ell/,(x) -f(x) I ^ = 0. 

因此依测度收敛比一致收敛弱.下面的定理给出依测度收敛与几乎处处收 
敛的一种关系，它说明依测度收敛甚至比几乎处处收敛还弱. 

定理 3. 10 若/和人0 = 1 ， 2, …）是在芯上几乎处处有限的可测函数， m 五 
，并且/ 〆 幻— /( 幻 a . e . 于五，则在£:上 UU ) 丨依测度收敛于 /• 
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证明 对任意给定的5 >0,由 Egorov 定理存在£的子集仏，使得 mE s <8 

且 U (幻丨在 E \ E 8 上一致收敛.于是对于任意固定的正数 I 根据在本定理前的 

说明，当&充分大时有， 

|x E E \ E S I I f k ( x ) - f ( x ) I ^ = 0 , 

从而 U e \ f k ( x ) - f ( x )\^ e \ C £ 5 , 相应的测度满足 

m { x ^ E \ \ f k ( x ) - f ( x ) \ ^ e \ ^ mE s < S , 

由于 S 的任意性可知 ， mU ^ E \ \ f k ( x ) -/(%) 丨多 00 )， 即在£上1/；1 

依测度收敛于 /□ 

注意定理 3. 10的条件 mE <^ 是必不可少的，前面例5的(/ 〆 ％)= 
) 就可以说明这一点.这个在（0，1 ) 上处处收敛于1，但是 

p e (0, 00 ) 1 1 X(o,h) - 1 1 ^ y} = [ 办 ’ 

其测度为 T ，因此这个函数列在（0，~ ) 不是依测度收敛的. 

读者可能会问，定理 3. 10的逆是否也成立？回答是否定的_下面根据依测 
度收敛的几何意义举出一个反例. 

例 6在[0，1]上定义下面的函 数列： 


/i (^) 

f 2 ( x ) 

A ( x ) 

f ^ x ) 

f 5 ( x ) 


一 

1, 

i 

当 0 在： 

1 

〜 2, 

0, 

V 

当冬 < 
^ 2 

X ^ 1； 

r 

t 1 


1, 

当 + < 
2 

X 1 , 

0, 

当 0 矣. 

1 

“2; 



1 

1, 

当 0 矣. 

r 彡 4 ， 

< 

0, 

V 

当士 < 

X ^ 1 ； 

■ 

1 

1 

1, 

当 4 $ 

X ^ ^ , 

2 

0, 

其他； 

, 

1, 

当士 < 

3 

M 4 

■0, 

其他； 





/ 6 o ) 


，当 


fl(x) 


0， 其他； 

1，当0<%客冬， 


to ， 其他. 

一般地，将任意的自然数 m 写成 + K 0 矣 i < 2 ")， 则 

仏卜 I 1 ， 当士…爭， 

to ， 其他. 

这时 I / J 在（0，1)依测度收敛于 /( 幻 S 0, 这是因为（不妨假定 e < l ) 

\x s [0,1] \\ f m (x) -f(x) \ ^ s\ = ’ 


从而当肌―》时（这时 k —00)， 


m(\x ^ [0,1 ] I I f m (x) - f(x) \ ^ s \ ) 


— 0. 


但 j / J 在 [0，1] 的任一点都设有极限，因为它包含了两个子序列 0,0, ……和1， 


从这个例子我们进一步看出，依测度收敛与几乎处处收敛完全不同，前者不 
管在每一点％，1/ 〆 ％)丨是否收敛到/(%)(不管它是否有极限，如本例），而是 
从整体上看，使 A (幻与 /( 幻相差大于一定程度的点是否具有很小的 测度. 依测 
度收敛反映的是函数列在点集上的整体性质，而逐点收敛反映的是函数列在点 
集内各点的局部性质. 

定理 3.11( 依测度收敛的极限惟 一性）若函数列 Ui 在点集 E 上同时依 
测度收敛到/与&则/与 g 在 E 对等. 

证明已知 

I/O) - g(x) I ^ \f(x) -f k (x) I + \f k (x) - g(x) I , 

因此，对任意 S >0, 

€. E\ \ f(x) - g(x) \ ^ e\ G \x B E \ \ f k (x) ~f(x) 1 ^ y } 


从而 


u e £： 11 f k (x) - g(x) I ^ y ■, 

m(\x S E \ \ f(x) - g(x) \ ^ s\) 
<rn^ x ^ E\\ f k (x) ~f(x) I ^ j~]) 
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m({^e£ ： |l/ t (^) -g(x) I ^y })， 

令取极限便得 

m( \ x E \ \ f(x) - g(x) I ^ ^ I ) = 0. 

而 

U e E \f(x) ^ g(x) i = U E £： I I f(x) - g(x) I > 0| 

00 1 

=U \ x ^ E \ ^ f( x ) - g( x ) ^ , 

k=\ L * J 

故 

00 i 

m\x €： E \ f(x) 7^ g(x) j ^ ^mlx^E\\f(x) - g(x) I - 77 } = 0. 

A =： 1 L 允 j 

这就证明了 /(4 =尽（^>.^于£：.口 

这个定理表明，如果把两个对等的函数看成一样的话，则依测度收敛的极限 
是惟一的.反过来，如果 U 丨依测度收敛到/，则它也依测度收敛到与/对等的其 
他函数，请读者把证明写出来. 

下面给出依测度收敛与几乎处处收敛的另一种关系. 

定理3.12(里斯（。則找 2 )定理）若在 E 上依测度收敛到/，则必有子 
序列在£几乎处处收敛到 /. 

要证明这个定理，必须给出几乎处处收敛的一种描述，并且这种描述应与依 
测度收敛有某种联系 • 因为只有这样，我们选取子列时才有了依据，只要所选的 
子列符合这种描述，就自然能达到我们的目的.这让我们想起引理 3. 2,它给出 
函数列几乎处处收敛的一个必要条件（在< OC 的限制之下），就是对任意自 
然数 I ， 

00 1 

5 肌 (U {x GElif k (x) ~/(x) I ^ y}) - o. 

tc ^ J 

人们自然会想，它的逆是否正确？如果正确，则这就是几乎处处收敛的一种描 
述，并且是与依测度收敛的概念有联系的 • 仔细分析引理 3.2 的证明，便知它的 
逆确实成立，即下面的引理. 

引理 3. 3假设/，人4 = 1，2，〜）是在£上几乎处处有限的可测函数.若对 
于任意的正整数/有 

00 1 

U ^ E\\f k (x) -f(x) I ^ y }) = 0, 

则 


lim f k (x) = f(x) a. e. x E E. 

A 一 00 

证明由条件知，对 任意/ 存在正整数乂，使得 





饥 (U {x G E \\ f k ( x ) - fix ) I ^ y }) < 00. 

^ -Jl 

因为 Cj {% ^ E \\ f h ( x ) - fix ) I ^ y } 对 y 来说是渐缩集列，这时取极限与取 

k = j 

测度可以交换（定理2.3)，故 

爪 （n u {^E\\/ k (x) ~f(x) i>+}) 

y — 1 fc ^ J 

00 彳 
= 爪 0 土 U E \\ f k ( x ) - f ( x ) I ^ 

】 ~^ h — j ^ t J ’ 

=^ T m ( U E \\ f k ( x ) - f ( x ) I ^ y }) = o . 

Jc ^ J 

00 00 00 ^ 

从而肌 (u n u ^I/ A u) -/u) I^^}) = o. 

I = \ j = l k ^ ’j/ 

再应用第一章的例 8 ，知 lim / A 0) = f ( x ) a . e . x ^ E . \Z 

k ― ► oo 

回到定理 3. 12 的证明，现在问题化成了，在已知对任意 /, 

m^x ^ E \\ f k ( x ) - f { x ) I ^ +})一0(当/^一 oc ) 

的条件下，能否找到使得 

00 

爪 (U 卜 e ^ 11 fkX x ) - f ( x ) 1 ^ 了})—0 (当 
对每个固定的/，这显然是可以做到的，因为我们可以取卜，使得 

m({ x B E \\ f ki ( x ) -/(^) l ^ y })^^-, 

则 

爪 ( y 卜 e £ I 丨 f ki ( x ) - fix ) I ^ y })^ X 合 

= 占 ― o ( 当 y— oo). 

2 

问题在 于当/ 改变时，相应 的\ 也在变，而我们要找出的卜应是与 Z 无关的.能 
否找到与/无关的乂呢？关键在于把/与〖联系起来，例如用4■代替而这是 

I I 

不要紧的，因为当 y — 00时， y 矣 i < 00，最终会有 i 大于 z 的.我们把证明写出来. 
定理 3. 12的证明已知对任意 Z , 

m({xB E \\ f h ( x ) - f { x ) i ^ +})—0( 当 A 一 的 ）_ 

当 Z = 1 时，存在灸 1 ， 使饥 ({ 尤 E 五丨1八（: v ) -/*( x ) I ^ 11) 在士； 
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当 Z =2时，存在灸 2 ><，使爪(卜已£： | 1/、（尤） - f ( x ) I ^ y }) 矣条，… 

归纳地，存在卜 >\- i ，使 

m ( 卜 e £ | I 八（幻 -/( x ) I 会 + 卜 ) < +. 

我们要证明人（％)— /($) a _ e . $ e E (当 i — ^ 00 )_ 根据引理 3. 3 ，只要证明对任意^ 
有 

m ( U | ^ e 瓦 |i 八 （尤 ）~ fi % ) I >+}) 一 0( 当 y — 00 )’ 

事实上，只要，则当 yd < oo 时， 

[xe E \\ f ki ( x ) - f \ ^ y}c E \\ f k ix ) - f ( x ) I ^ +}， 

从而 

00 ^ 

m ( U ^ E \ \ f k .( x ) - f ( x ) I ^ y |) 

1 ~J 

00 1 1 Y 

矣 u ^ E \ \ f k .{ x ) ~ f { x ) I ^ y j 

1 -J 

» 1 

^ (卜 e E I I f k Xx) ~f(x) I ^ —}) 

1 ~J 

^ X ^7 = 士一0(当卜 。0 ) 

定理 3. 12 证完 .口 

关于引理 3. 2与 3. 3,我们想再说明一下.综合这两个引理我们可得 ，当人 
与/在£几乎处处有限时，/*在£几乎处处收敛到/的充分必要条件是，对于任 
意的 Z ， 

m ( e ^ I I fk ( x ) ~ f ( x ) ' ^ - yjj - ^ 0( 当 ） 一 00 时）. 

但要注意，必要性（引理 3. 2) 必须在条件< 00之下才是正确的，而充分性则 
不需要这个条件.也正是这个原因，在定理 3.9( 与 3. 10) 中，需要加上条件 
mE < oo ，而定理3_ 12则不需要加这个条件. 

另外，读者很容易看出，对任意的乙 

00 -4 

U [ X ^ E \ ^ fk ( x ) - f ( X ) 1 ^ - yjj —► 0 (y —► 00时）， 

等价于对任意£>0， 

00 

m (LJ { ^ ^ ^ 11 f k ( x ) - f ( x ) I ^ £ r })~^ o ( y —>■ 00 时）. 
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§3.3 可测函数与连续函数 


下面的卢津 （ Lusin ) 定理揭示了可测函数与连续函数的深刻联系，说明在某 
种意义上这两类函数是很接近的，这对我们从比较熟悉的连续函数出发，去深入 
认识与研究可测函数，很有用处. 

定理 3. 13 (Lushi 定理）若/是在 £ CIT 上几乎处处有限的可测函数，则 

对于任意的£ >0,存在闭集 FCE ， 使得 f 在 F 上连续且 m ( E \ F ) < s . 

先看一看证明的思路_先设 mE < ac ，若/为简单函数，只需把它取常数值的 

各个点集略为缩小，/就是连续的（在缩小后的闭集 上）； 若/是一般的几乎处处 

有限的可测函数，则去掉一个测度很少的集合后，它是有界的，从而是简单函数 

列一致收敛的极限_根据已经证明的简单函数情形，于是在某个比£略小的闭 

集上，成了连续函数列一致收敛的极限，自然就是该点集上的连续函数了. mE = 

a 的情形，可以 把五先 分解为可数个测度有限且互不相交的点集尽 （f = 1，2, 

…）的并，于是/在每个比尽略小的闭集' 上连续，如果适当选择厂，就可以得 

00 

出闭集 F = U 厂比 E 略小，而/在 F 上连续的结论.按照这个思路，下面分几步 

i = l 

来完成定理的证明. 

证明 1 ° /是 E 上的简单函数的情形. 

设/在 E 的互不相交的子集 A ，… ，仏 上分别取值 

k k 

f( x ) = h,( 无 ）， E E = \J Ui 门 h = 0，i 关 j ) ， 

i=l >=1 

由定理 2.6, 对于 e >0, 每个尽有闭子集心 C 尽，使 

肌 (五) A ) < e / k ， (i = 1，2，".，灸)， 

于是/在每个 A 取常数值，因而连续. F '， F 2 ，…， F k 又是互不相交的闭集，故由 
定理 1. 22知，/在闭集 F = \J F , 上连续且 

k 

m(E - F ) ^ ^ miE . XF ,) < s , 

i = l 

2° 设 mE < + oo ，/是 £： 上几乎处处有限的可测函数.根据本章习题7,知 
存在 E 、 CE ， m ( E \ E 。 ，而 /( 幻在仏有界 • 应用本章的逼近定理 3. 6，知存 

在简单函数列丨 A ( 幻丨在& 一致收敛到 /( 幻.由已经证明了的1°，存在闭集 
，使得 miE ^ F ,) <^7,而 R 在连续. 
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令厂 = n ，则 F 是闭集， fCEi ，且 

k = i 

miE . XF ) = m (( Ei \ Q F k )) = m ( (j ( E '\ F k )) 

A = 1 4 = 1 

^ X m ( E i、 F 0 ^ X = y- 

k=\ k=l Z ^ 

由于 a 在 h 连续 ， I a (幻 1 在仏 一致收敛到 /( 幻，故 / u ) 在 F 连续，而且 
m(E\F) ^ m(E\E,) + miE.XF) < y + y = 

3° m £= + oo 的情形. 

令火 = E n \ xSR n \ k-l ^1 xl < MU = 1，2,…） _ 则所有火是测度 
有限的点集且互不 相交; 故由已证的2°可知，对每个 I 存在火的闭子集匕，使 

得/在匕上连续，爪（火\匕）<以2以=1，2,…）.令 F = 0 F A ，则 

* = 1 

00 00 

m ( E \ F ) = ^^ m ( E k \ F k ) < ^ s / 2 k - s . 

t = 1 A = 1 

若％ e F ， 则对充分小的 5>0, 邻域 B ( x Q ，5) nF fc 非空当且仅当1% I - 8 < k < 
l^o I +S + 1， 但这样的只有有限个，故由于丨丨是互不相交的闭集列， / 在每 
个 h 上连续与定理 1. 22，/在％相对于这几个 F a 的并集连续，也相对于 F 连 
续 •口 

Lusin 定理表明，可测函数可以在一些测度比原定义域略小一点的闭子集上 
连续，在这个意义上，可测函数与连续函数很接近.对这里的“连续”应注意理 
解，是相对于那个“略小一些”的点集.下一定理进一步指出，可测函数与全空间 
R " 上的连续函数也很接近（同样应注意理解这里“接近”的具体含义） • 

定理 3. 14若/是可测集五 CR " 上的可测函数，则对任意正数 匕存在 R n 
上的连续函数6使得 

m\x E . E |/(^) 7 ^ g ( x ) I < s . 

若 / O ) 还有界 ： 1/( 幻丨在 MO e £) ，则连续函数 g 还可以满足 lg (%) l 矣 M ( Vx e 
R n ). 

证明在 Lusin 定理的基础上，实际上只需证明，任何一个闭集 F 上的连续 
函数/(%)都可延拓成为上的连续函数. 

先考察 G F ) 的情形.令 

A = U e F I M /3 ^ f ( x ) ^ M \ , 

B = U e F I - M /3 < f ( x ) < M /3 1 ， 

C = \x ^ F \ - M ^ f ( x ) M /3(. 

则因 / 连续 d 与 C 为闭集（根据定理 1.25 的推论 2). 作函数 
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=( f ) ⑻ m ( d Rn) ， 

因4与 C 不交，在整个 +d(x,C) #0,且与</(%，(：）连续，故 
A (幻在 R " 上连续，且 

| gr , (^) | ^ M /3 ,(x B R n ) ， 

\f(x) - g x (x) I ^ 2M/3 , (x G F). 

对 /( 幻 -& U ) 重复以上方法，作相应的连续函数 &(%)(& 的表示式形式上与 
g ^ 的上述表示式相同，但其中的换成按 /( x ) -仏（幻的大小对 F 作相应 
划分得到的点集）•则因 /( 幻(幻的界为 2 M /3, 故相应有 

1尽 2 (幻1矣+•竽， uem ， 

2 2 M / 9 \ 2 

\ f ( x ) - g,(x) 一客 2 (%) I 矣了 •了 = (y) E F). 

如此以往，得到连续函数列丨心（幻1满足 

I … )!< + •(! ■广财， （ dR ")， 

1/(^) - ⑷ I 矣 (|-) M, (x G F). 

00 

由前一式与 Weierstrass M - 判别法知，级数 ^ g k ( x ) 在整个 R R 上一致收敛，后 

k 

一式说明在 F 上这个级数又收敛到/因此这个级数的和函数 g 在整个 R " 上连 
续，且 /O) -g(x)(x e F ) ， 而 

二 M 06 / 0 \ k ~ l 

I t = M ， ( x e Rn ) 

k = 1 ^ i = l \ J / 

一般情况可先考察 arctan / h ) ，它是 £ 上的有界可测函数，从而在 IT 上有 
连续延拓 h ( x ) , 因此/在 R n 上有连续延拓 tan h ( x ). □ 

定义 3.4 设 /( 幻在 IT 的某个集合五有意义，称集合 

U ^ E\f(x) ^0( 

的闭包为/的支（撑）集，记为 supp/,BP 

supp / = | ^; E E \f(x) #0(. 

若/的支集是 IT 的有界闭集，则称/是具有紧支集的. 

推论设/在 £ CR " 可测，£有界，则对任意 e >0,存在具有紧支集的连续 
函数心使得 

m\x ^ E \f(x) ¥- g(x) i < e. 

证明由定理 3. 14,知存在 R n 的连续函数 $ U )， 使得 
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m\x e E \f(x) 7 ^ g(x)\ < e. 

由于 £ 有界，设五 CS (0， fc )， 后者表示以原点为中心&为半径的球•令 

I , 当卜 | 矣灸， 

< p ( x ) = < 2 ——^-， 当 k < | 文 | 矣 2/ c ， 

0, 当 2 A ： < 卜 !• 

易见 P (幻是 R n 的具有紧支集的连续函数•用#(幻9(幻代替前面的#(幻，便证 
得推论的结论 .口 

定理 3. 14表明，一个可测函数，只需在小范围改变函数值，就可以延拓成全 
空间上的连续函数.而对后者可以应用更多的分析工具和方法，因而这个定理也 


是很有用的. 

英国著名数学家李特尔伍德 （ Littlewood) 将可测集和可测函数的基本性质 
概括成三条基本原则，可以作为关于点集与函数的可测性的简单总结_ Little- 
wood 的三原则是 ：每个 （可测）集近于区间的有 限并； 每个（可测）函数近于连续 
函数； 每个收敛的（可测）函数序列近于一致收敛.对这三原则要注意正确理解 • 
第一条原则可理解 为：若 ECR 1 且< 00，则对任意 e >0,存在有限个开区间 
的并集 C ， 使得 =m(E\G) +m(G\E) < “A” 表 示对称 差）； 后两条原 

则分别相当于 Lusin 定理和 Egorov 定理. 


第三章习题 


1. 证明： 可测集 E 上的可测函数在其任何可测子集上可测. 

2. 证明： 若函数 /( d 在 K ，尽 cir 上可测，又若/分别作 为仏与 A 上的函数，在％ e 
A nE 2 的值相同，则 / 在五 ！ UE 2 y E x \ e 2 e , c \ E 2 可测. 

3. 若每个人0)(^ = 1，2，."）在可测集£：^^上几乎处处连续（间断点构成零测集），极 
限/(幻 = lim / A ( 幻在£:上几乎处处有意义，证明 /( 幻在£可测. 

4. 若/(幻是集£：上的可测函数，证明对于任意实数 a ，£(/=«) 是可测集.反过来，若对 
任意 a e R 有可测，能否断言函数/可测？又若还知 /( 幻只取可数个不同的值，/可 
测吗？证明或举出反例. 

5. 已知函数/在£上有定义，且 I / I 2 在五上可测，试问/ 在五可 测吗？又若还知道 £(/> 
0) 可测，那么/可测吗？ 

6. 设函数/定义在可测集五 CR n 上，并在£：的任意一个测度有限的闭子集上可测，试问 
/在五上可测吗？ 

7. 设函数/是在集 £ CR n 上几乎处处有限的可测函数， 

(1) 证明： 对于任意正数 S ， 存在 E 的可测子集仏与正数 M ， 使得 m ( E \ E 0 ) <5且 
\ f ( x ) I < M ( G E 0 )； 
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(2) 是否存在正数 M 和五的可测子集五 0 ,使得 m ( E \£ 0 ) =0且 i / U)l < M { G £ 0 )? 

8. 若函数/在[«, 6] 上处处可微，证明它的导函数尸在 U ，6] 上可测. 

9. (1) 若/是集 E ( ZU n 上的实值函数，试 证： 对于任意开集 CCR 1 !： 或闭集 FCR 1 ), 点 
集 U 卜 e EJ ( x )^ C | (或 u 卜 e E ， f ( x)e u ) 都可测是 / 在五 上可测的充要 条件； 

(2) 设/是可测集 £； CR n 上的广义实值 函数. 证明/为可测函数的充要条件是下面两 
个条件同时 成立： 

( 1 ) \ x^E \ f ( x ) = - 00 丨和 U G £： 1/(*) = + ~ I 都是可测集， 

( ii ) 对于 R 1 中的任意 Borel 集 S，U G £ |/(^)G 总是可 测集； 

(3) 若 / 是可测函数，五是 R " 中的可测集，试问/(幻= \ f ( x ) G 幻是否一定可测？ 

10. 设/是 R 上的连续函数， g 是 [ a ，6] 上的可测函数，试证复合函数/。客是 [ a ，6] 上的 
可测函数，又若 g 。/ 也有意义，试问它是否一定可测？ 

11- 证明： 一 切集芯 (/>0( r 是任意有理数）可测是集£:上的函数/可测的充分必要 
条件. 

12. (1) 设/是£: = (0，1)上处处有限的可测函数，且对于任意实数 a ，£(/= a ) 为零测 
集.试证存在实数7。，使得爪£：(/>7。）> +，而当 y > y 。 时, m£(/>；K 

(2) 如果在 （1) 中取消“对于任意实数 a ，£(/= a ) 为零测集”的条件，则它的结论应作怎 
样的修改？ 

13. 若 £ Cir , m £：< oo ，|乂|是£：上的实值可测函数列，令心（幻 = sup | \ f k ( x ) I I k ^ i \ , 
试证： 1 AI 几乎处处收敛于 0 的充分必要条件是， 1&|在£上 依测度收敛于 0. 

14. 试构造实轴 R 上间断点为零测集的函数，使它与任何一个在 R 上处处连续的函数 
都不几乎处处相等. 

提示：只需作一个在某一点有正的跃度的函数即可. 

15. 设 i / A U ) 丨在 E 上依测度收敛于 /( 幻，幻在 E 上依测度收敛到 gU )， 试证明 
Mx ) • &(幻在 e 上依测度收敛到 yu ) • g ( x ). 

16. 若1/ 〆 幻|在£:上依测度收敛于/(4,试证明 i I / 〆 幻 U 在五上 依测度收敛到 1/(*) h 
又若/*(幻 矣尽 （欠）（& = 1 ， 2 ,…）， a . e .于五，试证 /(*) 名容（幻 a . e . 于 

17. 若乂，/ 2 ，…， / A ，…及/均为可测集£:上的非负可测函数，并且/〗在£上依测度收敛 
于/ 2 ，试问是否必有 U 丨在 E 上依测度收敛于/? 

18. 若 U 丨在五上依测度收敛于/,且/ 〆 幻矣 / i + 1 (4 (A = l ，2, …） a . e ■于£：，试证 UI 在 
E 上几乎处处收敛于/ 

19. 设 U (幻1在 K 间 [ a ,6] 上依测度收敛于/(幻 ，而 〆 幻是在 R —致连续的函数.试 
证明 U ( AU )) I 在 [ a ，6] 上依测度收敛于 g (/( 幻）. 

20. ^ mE <^ ，/(*)及乂0)(& = 1，2，"*)都是集£上几乎处处有限的可测函数，则 
Uh ) 丨 在瓦上 依测度收敛于 /(*) 的充分必要条 件是： 1乂（幻1的任意子列 U〆 幻丨有子列 
i /~ (幻丨在 E 上几乎处处收敛于 / U ). 

21. 设 /( 幻是可测集£:上的几乎处处有限的函数，若对任意的 e >0, 存在闭集 FC £， 使 
m ( E \ F ) < e ， 而/(幻在 F 上连续，则/(幻在五上可测.即 Lusiri 定理的逆成立. 
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22. 证明： 若 m£：< 00，/(幻在五上几乎处处有限且可测，则必存在£:上的连续函数列 
I/〆幻丨几乎处处收敛于 /( 幻. 

23. 设/是区间 [a，6] 上的几乎处处有限且可测的函数，证明在1>，6]上存在一个递减函 
数 尽， 使得对于任意的实数 r 有 

m\x | x G[a,6] ,f(x) > r\ = m\x % E [a,6] ,g(x) > r |. 

24. 设 / 是 R 上的可测函数，证明存在实数列 i 丨和可测集列1匕丨使得 

00 

f( x ) = 

n = I 

提示： 注意题中对于 i 仏丨没有“互不相交”的要求 * 

25. 设/是区间 [<x ，6] 上的连续函数.定义为方程/(幻的解的个数（等于有限 
数或，证明 4 c) 为 R 上的可测函数. 

26. 对X e [0，1]，定义/(幻= maxi A | i G N， 且* =0. …为 x 的十进小数表示 I (x 

t 

的十进小数表示不取 9 作为循环节）. 证明： /(4可测，且几乎处处等于常数. 

27. 设 x =0. …和 y =0. 6 * 63 …是[0，1 ] 中的数 t 和 y 的十进小数表示.若\ : 
\，且当 i 〈灸有 \/\,则令/(^)=々;若对于所有的 A ： 有，贝!|令 /( a ：， y ) = 00 _证明/是 
可测函数且几乎处处有限. 

28. 在 L US in 定理中，令 e 取一系列正数1，^■，… ，+ ，…，相应的闭集记为 F lf f 2 ，…， 

售 00 de 

m(E\F k ) < +，于是函数/在 A，F 2 ，…上连续，因此/在 U 上连续，由 m(£\ (J = 

K “1 * = l 

0 得到，/在 E 上的间断点为零测集.试问上述推理和结论是否正确？ 

29. (1) 设 £ Cir 且 m £< oo ，几乎处处有限的可测函数列 i/ ft 丨在 E 上几乎处处收敛于 

00 

/,试证存在£的可测子集列I 仏 I使得爪（五\ (J E k ) =0,而 I人丨在每个上一致收敛于/; 

“1 

(2) 在 Egorov 定理中，令 e 取一系列趋于0的正数，从而推出 U i 在五上除一零测集外 
一致收敛.这种推理对吗？在 （ 1 ) 中，能不能根据 “ l/ A 丨在每个 A 上一致收敛于/’，进一步推 

do 

论得出 “iA! 在 （J 仏一致收敛，从而在£:上除一零测集外一致收敛”的结论？ 

k = \ 

30. 设/和所有 / A (ft = l，2, …）是区间 [a，6] 上处处有限且可测的函数，还满足 

(1) l/ A (文 ） I 矣对〆％ E [a，6]，/t = 1，2, …）； 

(2) lim f k (x) = f(x) y x G [a,6]a. e.. 

A—► 00 

证明： 对于任意正数 S, 存在 [a，6] 的可测子集丑与正数 M， 使得 m£ <5 并且 
\f(x) M, \f k ( x ) ^ ^[a,b]\E t k = 1,2,*-). 

31. ( l ) 设 / 是 R 上的连续函数， I&I 是 ECR 上（对 ft) —致有界的可测函数列，且依测 
度收敛于 g， 试证明 \f(g k (x) ) I 在上依测度收敛于 / UU )) ; 

提示： 注意闭区间上的连续函数是一致连续的. 

(2) 证明在 （1) 中如果取消“I &丨是£匚11上（对幻一致有界的”这个条件，它的结论仍 
然正确. 





提示： 这时 g 和所有 仏仍然 是几乎处处有限的，因而当 # 很大时， 

饥 E ( | g ( 幻 | > W ) 和 rnE ( | ^ | > N ) 

都很小. 

32. 试在区间[0，1]上作一个处处不收敛，但依测度收敛于0的连续函数列, 




第四章 Lebesgue 积分 


本章进人 Lebesgue 积分这个本书的主题.我们采取的引入方法与绪论讲的 
形式上有些不同，但实质上是一样的.先回忆一下 Riemann 积分的引进.它是 Ri - 
emann 和的极限： 

/ k 
f ( x)dx - lim - x ^). 

•f a 入一 m 

其中 U 」 构成积分区间的一个分法， l 矣〜我 们也可以从另一个角度来看 

这个极限，这就是把 Riemann 和看作阶梯函数的积分，因而一般函数的积分便是 

阶梯函数积分的极限.事实上，若令 

,、 专 i ) ， 当' -i 〈'， 1 = 1，2,".，灸， 

< Pki x ) = { 

t /( M ， 当％ = & 

则是[»， 6] 上的阶梯函数，它们的 Riemann 积分就是/的 Riemann 和： 

A * 

<p k (x)^x - — '-t). 

j a 4 = 1 

因此，我们也可以先定义阶梯函数的积分，然后再用它们的极限来定义一般函数 
的积分，从而建立等价的 Riemann 积分理论_这与直接定义 Riemann 积分为 Rie ¬ 
mann 和的极限，是本质上一样而形式上不同的两种建立 Riemann 积分的方法. 
Lebesgue 积分也存在这样两种定义的方法.按绪论说的， Lebesgue 积分是下述积 
分和的极限 

k 

lim Y j ._ t mes (£：.) , 
s ^° fT \ 

而其中丨 yj 是函数值域的一个分法.现在我们知道， mes (尽）与前面类 
似，这个和也可以看作是，在每个 K 上等于％- 1 (〖=1，2，〜，幻的简单函数 

k 

<Pk( x ) = ( 欠） 

的积分.因此我们也可以先定义简单函数的积分，然后用简单函数积分的极限定 
义一般可测函数的 Lebesgue 积分.本书将采用这后一种方法，其优点是写起来 
会简明一些，但实质上是一样的.有兴趣的读者不妨在学完本章以后，尝试用绪 
论的方法，建立一个结果与本章相同的 Lebesgue 积分体系. 

本章讲的 Lebesgue 积分与 Riemann 积分还有一点不同的是， Riemann 积分 
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是把积分定义为 Riemann 和的极限，然后把使极限存在的函数称为 Riemann 可 
积的，再进一步给出可积的充分必要条件以及什么样的函数是 Riemann 可积的 
等等.而对 Lebesgue 积分，我们是对范围已经很广的可测函数定义积分.先把函 
数/分解为正部/ +与负部 /- 之差，而对非负函数来说，相应逼近它的非负简单 
函数的积分总有极限，只是可能为+ 00 .把+ «的情形排除掉，这就是可积.而对 
一般的可测函数，把它的积分定义为它的正部积分与负部积分之差，只要两者不 
都是+ ^，积分就有意义（因为两个正的广义实数之差只有 （ + 00 ) - ( + 00 ) 没 
有意义）•因此在可测函数这个很大的框架中，函数 Lebesgue 可积的条件已很明 
显，不必再像 Riemaim 积分情形那样去详细讨 论了. 

Lebesgue 积分在现代数学中应用广泛，除了它满足完备化的要求外，还因为 
它有一系列灵活简便的运算性质，以及条件宽松的积分与极限或积分与积分交 
换次序的定理，使得用起来十分方便，对这一特点读者在学习中也应用心体会. 


§4.1 非负可测函数的积分 


首先给出非负的简单函数积分的定义，它是所有各种情形积分定义的基础. 
定义 4. 1对于可测集 EGR n 上的非负简单函数 < p ， 若其标准表示式为 

k k 

< p ( x ) - Xr C iXE i { % ) ^ [x e ： E = |J ] ( i ) 

t=1 \ i=i f 

k 

其中 a 为非负实数，尽为可测集，当 yy 时有尽 n & = 0， 称广义实数 X c . mE , 

i = I 

(注意 mE ^ cc 时，适用关于 m 的运算约定）为 p 在 A 上的 Lebesgue 积分 ，记为 


( L ) p (幻心.在不致混淆时常略去积分号前的 （ L )， 即 

J E 

k 

J < p ( x)dx - ^ (2) 

由于 P 的标准表示是惟一确定的，所以简单函数的积分由被积函数及积分 
域完全确定，这也说明这个定义是合理的. 

例1由定义易知，若 EF 可测，则 


jx E ( x )^ x = rn(E) , J Xe( x )^ x = m ( E H F). 
例 2 [0 ， 1] 上的 Dirichlet 函数 


D ( x )= ， ’ 

lo, 


当％为有理数， 
当 x 为无理数， 


其 Lebesgue 积分 f D ( x)dx = 0. 

J [ 0 , 1 ] 










= n E * ) + X 0 E i ^ 

i = 1 7=1 y-1 * = I 

k l 

- ^ c ^ iE ^ + ^ djmiE * ) 

1=1 j-l 

=I (p(x)dx + I tf/(x) dx. 

( iv ) 因为;幻 = Xa ( x ) + Xb ( x ) ? 

所以 

<p(x) = <p(x) (xa(x) +Xb(x) ) = g>(x)x A (x) + <p(x)x B (x), 

而显然 

I ^>(^) Xa( x )^ x = I < p ( x ) dx , 

J E J A 

9( x )Xb( x )^ = (p(x)dx, 

J A J B 

由 （ iii ) 便得 （ iv ). 

(V) 的证明可用证 （ iii ) 时的集合运算来做，请读者把证明写出来 .口 
由本定理的 （ ii )，（ iH ) 与例1知，对任意的简单函数 

k 

( p ( X ) = X C ^ E ^ X ) 

i = l 

(不管右式是否 P 的标准表示），皆有 

k k 

j (p{x)dx = Y f XeX x )^ x = y n 

J E tn JE 1 fri 

现在我们可以定义非负可测函数的积分了. 

定义 4.2 设/是可测集上的非负可测函数，是收敛于/的非负 
简单函数的（对 &的） 递增列，即每个 化是 E 上的简单函数，且 

0 矣 aU) 矣供 2 ( 戈）矣 …^ <Pt(x) ^ ^ A+ i(^)"-( ^f(x )) , 

lim^ t (A：) = f(x) , (x S E) , 

A— 

则称极限 lim f ( p k ( x)dx (有限实数或 + oo ) 为函数 / 在五上的 Lebesgue 积分， 

* 一 》 J E 

记为(幻心（或在积分号前加 （ L )). 

在这个定义中，丨^丨对 于&是 递增的，这就保证了 [ j E < p k ( x ) dx ^ 是递增数 
列（由定理 4. 1之（ V ))，因此极限 lint f 有意义•但是还有一个问题，这 

>00 J £ 

样定义的 f 史 U ) ck 是否只由被积函数/及积分域五确定，而与丨仏丨的选择无 

J E 

关.只有在这个问题解决以后，这个定义才是合理的.为此需要以下引理. 







引理 4 . 1 设史和所有 = …） 都是可测集的非负简单函 

数，并且当％ G 五时， 

^ k ( x ) ^ h ( x ) = 1，2，".）， 

且 

<p(x) ^ linuf/ k (x ) , 

/c—► 00 

则有 

(p( x)dx ^ lim t / r A ( ^) d ^ c . 

J £ J £ 

证明设 P 如 （ 1 ) 所表示，如果我们能对任意〖，证明 

lim I if / k ( x ) dx I < p ( x ) dx = c i mE i , 

® J £ . J E i 

则根据简单函数积分的可加性（本节定理 4 . 1 之 （ iv ))， 对〖相加，便得引理的结 
论.因此，可只证％ E E 时史（幻(常数）的情形.这时令 A k = UU e E 9 
么 （ x ) > c - JU 为任意正数 j = 1 ， 2 ,…），由于丨为递增的可测集列（因 
丨对& 递增）及 


limtf/ k (x) ^ <p(x) > c - e(x G E ) ， 


则有 


mE = m A k 


UmmA k , 


而由皂 CE 可得 


if / k ( x)dx ^ i // k ( x)dx 5 = (c - e ) mA k ,(k = 1 ， 2 ,…）. 

J ^k 


在不等式两端取极限，有 


lim i // k ( x)dx ^ ( c - e ) mE , 


注意到 s 是任意正数，即得 


lim J ij / k ( x)dx > cmE - ^( p { x ) dx . 


引理成立 .口 

现在用引理 4 . 1 证明，定义 4 . 2 中/的积分与简单函数列的选择无关.设 
丨^丨是上述定义中的简单函数列，而 I 也丨是另一在 E 上收敛到/的非负简单函 
数的递增列，则有 

lin^O) = f(x) 5= tp { (x ) , 

\inn// k (x) = f(x ) 备 <p m {x) 

对任意的正整数与％ G 五成立.因此由引理 4 . 1 知 


lim J ( p k ( x ) dx ^ jtf/ l ( 欠 ） d:t ， 




lim I i (/ k { x)dx ^ I < p m ( x ) dx , 

J E j E 

再对分别取极限，就得到 

lim < p k ( x)dx = lim i ( f k ( x ) dx . 
k —» J £； k— ^ J E 

这就是说所定义的 f /( 幻心确 实与丨 ^丨选择无关.因而，对于非负函数，只要它 

J E 

可测，其积分就有意义（但值可能为《 )• 

例 3设/是闭区间[0，1]上的非负连续函数，/(0) =0，/(1) =1•试说明/ 
的 Lebesgue 积分与 Riemann 积分的关系. 

解首先注意/在[0，1]上既是 Riemarm 可积的，也是非负可测函数，故它 
的 Riemann 积分与 Lebesgue 积分都有意义.对任意正整数&，把[0，1 ]2 fc 等分，定 
义如下，当％ £[(/-1)/2。/2 4 )，< = 1，2，〜，2*，仏（1)二/( I )，其中 

%是/在[(〖》1)//，//2 4 )的下确界.这时1仏丨是在[0，1]上处处收敛到/的非 
负简单函数列（实际上是阶梯函数列） ，对& 是递增的.按定义 


(L) 


[ 0 , 1 ] 


r JTt ■ 

f(x)dx = lim <p k (x)dx = lim V — 

J [o,i] fr\ 2 


但是显然这个和数是 / 的 Darboux 下和，因此又有 

limX ^/2 fc = ( R ) f / (幻心(/的黎曼积 分）. 

k~^<x j o 

这样就证明了 / 在 [0，1] 上的 Lebesgue 积分与 Riemann 积分相等. 

其实这只是一般结论 （§4. 4) 的一个特例. 

下面讨论积分的性质.本节以下各定理与例题中出现的函数/，&等，都假定 
是可测集 E 上的非负可测函数，对此不再重复叙述. 

定理 4. 2 (i)0^f/(^)d^^oo ； 


( ii ) cf( x ) d ： 


/ U ) d %( C 为非负常数） 


(in) [ [f(x) + g{x) ]dx = { f{x) Ax + f ; 

J E J E J 

( iv ) 若也 =& UE 29 E y , E 2 可测且& HE 2 = 0 M 

\ f(x)dx - [ f(x)dx + [ f(x)dx ； 

J E J E x J E 2 

(v) 0 ^ f(x) 矣 g(%) (a: E £：) ， 则 f f(x)dx ^ [ g(x)dx . 

J E J E 

证明 结论 （0 至 （ iv ) 都可以在积分定义的基础上，根据定理 4. 1 的相应结 
论加以证明.以 （ iii ) 为例，若设 丨仏1 与丨* M 分别是以函数/与 g 为极限的非负 
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简单函数的递增列，则丨％ +^|是以 /+ g 为极限的非负简单函数的递增列，注 
意极限运算法则当各项极限非负（即使有的项的极限是+ 00 ) 时仍然成立，便可 
证明 （ in ); 关于 （ iv )， 可设 

fi( x ) = A X )XeS X ^ » A( X ) = f( X )kE 2 ( X ) » 

容易看出 

/O) = /i (^) +/ 2 ( 无 ）， I f l (x)dx = ( f(x)dx, (f 2 (x)dx = [ f(x)dx. 

J E J E l J E J E 2 

于是由 （ iii ) 可得结论. 

关于 （ v )， 可用引理 4.1， 仿照非负函数的积分值与所选的简单函数列无关 
的证明给出，请读者自己写出来 .口 

注 本定理之（出），（~)可推广到任意有限个函数（集）之和（并）的情形. 
推论 ⑴ G £， A ， B 为常数），则 


AmE ^ j f ( x)dx ^ BmE ； 

( ii ) 若 a 为正的常数，则 

mE (/^ a ) ^ 1 /a f f ( x)dx f 

J E 

此式通常称为切比雪夫 （ Chebyshev ) 不等式. 

证明 （ i ) 这是本定理之 （ v ) 当其中一个函数为常值函数的特殊情形. 

( h ) 令 扎 ㈦ 二 r /( ^ a ’ 

10, f ( x ) < a . 

则 < p a (%) 是非负简单函数，且 < Pa ( x ) (x G E ). 因此由本定理之 （ ii ) 与 （ v ) 

amE(f 多 a ) = J g > a ( x)dx ^ | f ( x ) dx , 

两端除以 a 即得结论 .口 

定理 4.3 jf ( x)dx = 0 的充分必要条件是 /( 幻在£上几乎处处等于0, 
即/〜0于五. 

证明若/~0,而 |^1 是以/为极限的非负简单函数的递增列，则对所有 
K < P k ~0,从而 f < p k ( x)dx = 0. 因此 

J E 

| f(^)dx = lim I ( p k { x)Ax =0; 

J E i-»oo J g 

反之，若 J */ (幻 (k = 0 ，则对任意正整数 t 由 Chebyshev 不等式， 

mE(f > l / k ) k j f ( x)dx = 0. 



从 mmE ( f > l / k ) =0,于是 


mE(f >0) = m ( |J E(f > \/k) ) ^ Y mE(f > 1/k) = 0. 

、 it = i ’ kTi 

故 m £(/>0) =0,即 / 〜 0 于 £•□ 

定理 4.4 若 f /0) d：v < oo ，则/(%)在£上几乎处处有限. 

J E 

证明由 Chebyshev 不等式，对任意 A >0有 

mE(f > k) ^ I/k ( f(x)dx 9 

J E 

而 f f(x)dx 为有限常数，因此 limmf：(/> / c ) = 0. 注意对任意 k,E(f=co)C 
以 />&)， 故 

mE(f = oo ) ^ \immE(f > k) =0. 

k —^ * 

可见 m£：(/=c ») =0, 即 /( 幻在尤上几乎处处有限 .口 
例4设 ^ f { x)Ax < 00，证明 

工 kmE(k ^ f(x) < k •¥ 1) < oo . 

k = 1 

证明令^灸矣 / 〈灸 +1)( A =0，1，2, …），则^灸 # m 时）. 
记 E; =\J E k ，由积分对积分域的可加性及非负性（定理 4.2 之 （iv))， 对任意 

k ~ I 

正整数#有 

N N 

\ f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx 5= Y kmE k . 

J £ tTo J E k J e\ehi 

00 

而/ /( 幻心为非负常数，故正项级数 ^ kmE k 收敛 .口 

下面的定理反映出，本节定义的非负可测函数的积分，与按绪论所讲方法定 
义的本质上相同. 

定理 4. 5设 /( 幻是在£几乎处处有限的非负可测函数， m ( E ) < +00,对 
[0, +«0 ) 作如下的 分法： 

° = r 0 < ri < r 2 < *■* < r* < y* +1 < …， 

其中 n +1 - n = o，i ，…）.令 

E k = U ^ E\y k ^ ： f(x) < y k+l ( , 


则 /e L (£；)( 积分值为有限）的充分必要条件是<+00，并且 


m 


| f{x)dx = 
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证明 因为 


y k m ( E k ) ^ f ( x)dx ^ y k + l m ( E k ) , 


所以 


40 00 

X yk m ( E k ) 矣 f/u)dx 矣 ^y k+l rn(E k ) 
f^o J E tTo 

oc oo 

=X (h +1 - r h ) m ( E k) + X h 肌(五 J 


因此 YrME k ) 

k^O 

时， 


^8 m ( E ) + 

y k m ( E k )' 

A =0 

00 

00 当且仅当 [ f ( x)dx = + oo ，而当 Z y k m { E k ) 

J E fTn 


os 

o 彡 [ f(x)dx - ^ y h m(E k ) ^ 8m(E ) ， 

J £ k = o 

令取极限，便得 

oo 

[f(x)dx = \imYy k m(E k ). 

J e s—o rri, 


§4.2 —般可测函数的积分 

一般（变号的）可测函数的积分，可定义为它的正部与负部这两个非负函数 
的积分之差 • 

定义 4.3 设/是定义于 £ CR n 上的可测函数，若/的正部/ +与负部/_在 
E 上的积分不同时为 oo ，则定义/在 E 上的 Lebesgue 积分为 

[ f ( x)dx = f f + ( x)dx - f /" ( x ) dx , 

J E J E J E 

若这个积分取有限值（等价于上式右端两个积分皆为有限值），则称/ 在 E 上是 
Lebesgue 可积的 （以后简称 L 可积或可 积）. 在£上可积函数全体（集合）记为 
以幻，或简记为 h 

/在区间 [ a ，6] 上可积写成 /G 相应积分有时也写成//(幻 ( k . 

这个简单的定义将一般的可测函数（包括函数值有正有负的简单函数）的 
积分归到函数非负的情形.要注意的是，“可积”一词是指，函数不但有积分值， 
并且积分是有限数.以后可见，函数可积比单纯积分有意义更为重要. 

定理 4.6 可测函数/在 EcR n 上可积的充分必要条件是，它的绝对值函 
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数1/1在 E 上可积 • 

证明 由于 /O) =/ + U) -/ ' ( x ) , \ f ( x ) I =/ + ( x ) +/ - ( 幻， 所以由 / 的 
积分定义，以及非负函数积分的可加性立即可知，1/1可积的充分必要条件是, 
/ +与 /- 都可积（积分有限）.因此定理得证 .口 

定理4_6说的是 Lebesgue 积分与 Riemann 积分的 一 个不同点， Riemann 积 
分不具有定理 4. 6所说的这种绝对可积性.例如在[0，1]的有理点为1，在无理 
点为 -1 的函数，它在[0，1]不 Riemann 可积.而它的绝对值（恒为1)在[0，1]却 
是 Riemann 可积的.而 Lebesgue 积分却有这种绝对可 积性； 8卩/与1/1同时可积 
或同时不可积.由定理 4. 6可以得出下述简单而有用的关于函数可积的判别法. 

定理 4. 7设/在 EcR n 上可测，若存在非负函数 F E L ( E ) ，使得 1/( 幻 I 
矣 F (幻（这时称 F 为/ 的控制函数） ，则 /e L { E ). 

证明 按照非负函数积分的性质及 F G L ( E ) ， 

[ \f(x) \dx I F(x)dx < oo , 

J E J E 

故按前一定理 , /e L { E ). □ 

推论 有界可测集上的有界可测函数一定可积. 

证明 若 (欠 e £；)， mi ? < oo ，贝 ! J f Mdx = M - mE < oo ，故由本定 

J E 

理即得 .口 

这个定理的方便之处在于，为了判定函数 / 可积，计算 

|/ + (幻如和//_ (幻心有时是很烦琐的；而寻找可积的控制函数却相对简单. 

由积分定义和已证的定理，很容易推得积分的下面几条性质，我们仍将它列 
为定理形式，证明则留给读者. 

定理 4. 8 

( 0 若 f 日 L (£；) ,则 1/(%) I < oo a . e . 于 £; 


( ii ) 若/是零测集£上的任意广义实值函数，则 f ( x)dx = 0，从而 

J E 

/EL ⑷； 

( iii ) 若/与 g 都是芯 CR " 上的可测函数，且/〜发于£，则/与容在 五上同 
时可积或者同时不可积，并且在可积时，它们的积分值相等. 

一般函数/的积分，也有线性性质，其实这只需将非负函数积分的相应性质 
用到/ +和/ _ ,就可以得到. 

定理 4. 9 ( i ) 若 /G L(E) 9 g G 1(幻4彳是常数，则 <1 / + 嶮0 [(£) 且 

\ (a/ ( 太 ）+ bg(x) ) dx - a ( f(x)dx + b ( g{x)dx*^ 
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( ii ) 若有 /e KE^je 以五 2 )且 = 0，则 /e mauA ) 且 

[ f ( x)dx = [ f ( x)dx + [ f ( x ) dx ； 

J U £>2 J £i J E<2 

( iii ) 若 /£ L ( E )， E 0 CE ， E 0 也可测，则 /£ 仏）且 

f f ( x)dx - [ f { x)dx - [ f ( x ) dx . 

J E\E 0 J E J Eq 

证明 （ i ) 我们将分别证明 

af S L ( E ) 且 J a /(%) d % = a J /(^) , 

以及 


/ + g e L(£) 且 f (f(x) + g(x) )dx = [ f(x)dx + f g(x)dx, 

^ E J E ^ E 

由此即知结论成立 . 

首先，由于 lc/(%) I = Id • I/O) I ，故 c/ E L (£：) .又 c 為 0 时， 

(cf(x) ) + = cf + (x) f (cf(x) )~ - cf~ (x ), 

故由定理 4.2 即得 < 与 / 的积分关系式 . c <0 时，注意 （ C /0)) + = lcl/_ (幻及 
(cf(x))- = lcl/ + U) ， 同样可以证明 C/ 与 / 的积分关系式 . 

关于 /+g 的可积性，可由 I/U) +^(^)1^ \f(x) I + lg(x) 丨，根据非负函数 
积分的可加性及定理 4. 6 得到.而由于 

f( x ) + g(^) = (/O) + g(x) ) + - (/O) + g(x) ) ~ 

= (/+(%) -厂 (x) ) + (g + (x) - g~ (x )). 

移项可得 

/' ( x ) g~ ( X ) + (f(x) + g(x) ) + ZZ f + (x) + g + (x) + (f(x) + g(x ))", 

这个等式两端共 6 项，全为非负可测函数，因此各项可以分别积分再相加，然后 
再移项，由积分定义即可证得 /+# 与 / ， g 的积分之间的关系 . 

(ii) 令乂（幻 =f{x)x El {x) J 2 (x) =/UXv £2 0 ) ，注意 

f f l (x)dx = f /(x)dx f f f 2 (x)dx = [ /(x)dx f 

】 £ j U £2 ^ ^ £ j U £2 J E2 

对 /； +/ 2 应用已经证明的 （ i) ( 积分关于函数的可加性），就可证得 . 

(iii) 由于 £ 0 U(£\E 。） =E ， E 0 D(E\E 0 ) =0 ，所以对 ^及 : 。应用已证 

明的 （ ii) ( 积分对积分域的可加性）就可得结论 .口 

也同非负函数情形一样，由函数之间的不等式关系，可以推得它们的积分之 
间的关系 . 

定理 4.10 (i) 设 /E L(E),g e L (£) •若 /( 幻矣尽（幻 a.e . 于 £ ，则 


J /(^) d ^ ^ g ( x ) dx ； 

J E J E 


( ii ) 若 /G L (£)， 则 




J f(x)dx 矣 f l/(x) I d ^. 


证明 （ i ) 因为 /($) -尽（幻多0 a . e . ，由前一定理以及非负函数积分的不 
等式关系（定理 4.2 之 （ ii )), 可知 

[(/( 欠） - g(^) )dx = f f(x)dx - f g(x)dx ^ 0 , 

^ E J E J E 

移项就得到结论. 

( ii ) 由于 _ 1/( 幻 I 矣/(幻矣 1/( 幻 I ，所以由⑴即得 •口 
下面定理所反映的可积函数的重要性质称为 积分的绝对连续性 . 

定理 4. 11 设/ E L(E) ，则对任意的 s >0,存在 S >0,使得对五的任意可 

测子集只要满足爪£。<5,就有 f |/(幻 |ck < e . 

证明 首先证明，当 / 是 E 上的有界可测函数时，结论是正确的•事实上，若 

\f(x) | ^ M (x^ E), 

只需取 5 = 则当五 0 C 五且 m £： 0 <8 = e/M 时，明显有 


I \f(x) \ dx ^ M • mE 0 < e. 

J E n 


般情况，因 / e 以£)，存在非负简单函数的递增列(幻1，使得 

\im<p k (x) = |/(幻 | (x 6 E) ， 


lim <p k {x)Ax - J \f(x) I dx < oo . 


所以存在自然数 / V 使得 


[ (p N {x)Ax 

J E 


\f(x) I dx - e/2. 


但简单函数都是有界的，故对于心存在5>0,当 AC 五且<5时有 


而 f \f(x) 

J B\E 0 


<p N {x)dx < e/2. 

J £ 0 

心身 f 〜（ : v)ck (因 1/( 戈 ） I ^ <p N (x )) ，因此 

J E\E 0 

f \f( x ) I = f \f(x) I (k - f \f(x) I dx 

J E 0 J E J E\E 0 

< j <P N (x)dx + - J <p N (x)dx 

J E ^ J E\E n 


<Pn(x) + — < [ 

£ 0 Z 
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回忆数学分析中学过的，所谓连续性，是指自变量变化很小时，函数值的变 
化也很小.这里说的积分连续性，可以看成集合函数 

F(E) = f \f(x) \dx, 

J E 

当自变量 E 从仏 变到仏（或相反），其增量（用测度度量）很小时（其 
中 =( 尽 称为^ 与 E ' 的对称差），函数值相应增量（的 
绝对值） 

f \f(x) \dx- ( \f(x) |d^ ^ F(E^E 0 ) = ( \f(x) |d^ 

J J Eq J £ ： jA £ 0 

便很小•所谓绝对连续是说，只要 m ( E 。 AE 1 )充分小 ， F 的函数值（即/的积分 
值）就变化很小，而绝对不用管点集£(自变量）是怎么变的，即无论 E 0 ， E' 的位 
置在什么地方.这就是“积分的绝对连续性”这一名词的由来.可以证明，反过 
来，若可测函数/的积分具有绝对连续性，则/是可积函数（本章习题第7题）， 
因此绝对连续性是 Lebesgue 积分或 Lebesgue 可积函数的重要特征（充分必要条 
件）•关于它，下一章还会有更多的阐述. 


§4.3 积分的极限定理 


这一节讨论的问题是，对于在某种意义下收敛的函数列，它的极限函数的积 
分与这列函数的积分的极限有什么关系，特别是在什么条件下二者相等，也就是 
通常说的积分与极限交换次序，或积分号下取极限的问题.积分对积分域的可数 
可加性，以及函数项级数的逐项积分，实际上也属于这类问题.数学上这类问题 
很多，但当所出现的积分是 Riemami 积分时，从数学分析知道，对函数列的要求 
较髙，而在 Lebesgue 积分情形，由本节可见，条件则较宽松.这也是 Lebesgue 积 
分有广泛应用的重要原因. 

还是先从非负函数的情形开始•若丨^丨是瓦 CR n 上的非负简单函数的递 
增（对 P 列，那么 limA ( x ) 自然有意义并且是£上的非负可测函数.于是由 

A —► » 

lim ^ U ) 积分的定义得 

A — v oc 


lim I q> k {x)dx - I (^) dx. 

k 一的 J £ J £ A— 

就是说，这种情形下积分与极限可以交换次序，其实它只不过是非负函数积分定 
义的重新叙述.那么，作一点推广，将其中的“简单函数列”换成“可测函数列” 
(仍保持为递增列），结果会怎样？ 

定理 4.12( 列维 （ Levi ) 定理） 设仏丨是£:上非负可测函数的递增列，记 

f{x) = \imf k (x) O e £) ， 




则 
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/ 0 )(k = lim f k ( x ) dx , 

J E * *■« J E 

证明由 于 f 在 E 上非负可测，所以只需证明，存在£上的非负简单函数的 
递增列，使得 

= f ( x ) (x G E ) ， 

A— oo 

同时又有 

lim < p k ( x)dx = lim f k ( x ) dx , 

A：— J g A —J g 

则由前面的说明，本定理的结论就能成立了 _ 

现在来构造这样的 1 ^ 1 . 由于每个 A 是非负可测的，故存在收敛于 A 的非 

负简单函数的递增列丨 | i = 1，2… I ，使得 
% 

lim J ( p ki ( x)dx = J f k ( x ) dx . 

i—oo J E J g 

我们定义 

< p k ( x ) = max(<jp, 4 (%)，史 2 “％), …，史* * (戈 ）） ， (k = 1 ， 2 …） 

于是，丨 A 1 是非负简单函数列，并且对任意 h 

<Pk + l ( X ) = maX ( 史 1， JU 1 ( X )，少2，卜1(%)，".，史“1，“1 ( 戈 )) 

彡 max (< jp M ( A：) ，炉 2 ，“文），… ,< p k + i , k ( x )) 

^ max ( 史】 “ 幻 ， <p 2 , k (x) ， … ,<p ktk (x) ) = <p k (x) , (A ： = 1 ， 2 …） 

即丨 A 丨是递增的.因而 lim^(^)(^ e E ) 及 lim (* 仏（ 4 心都有意义.又 由仏的 

定义可见，当 i 名 k , i 9 k = 1 ， 2 ，"•时， 

< p iik ( x ) ^ <Pk( x ) 矣 max(/； O) ，/ 2 0 ) ，…， /* (幻） = f k ( x ), 

从而 


f < p ik ( x)dx ^ [ < p k ( x)dx ^ 

J E J E 



/ A (太） dx . 


由此先固定 i ， 对& 取极限，并注意 fi ( x)dx = lim (幻心，故 

J E A^oo J E 

I fi ( x)dx ^ lim < p k ( x)dx ^ lim f k ( x ) dx , 

J E *~*® J E t -*-® J E 

(i = 1，2 ，…） 

再对纟取极限，就可看出丨 A 1 满足要求 .口 

Levi 定理又称为单调收敛定理，为使其结论成立，假设条件中的 “/* 非负” 
可以放宽（参见本章习题第8题）， “| 人丨 对&递 增”可以改为 “ IA 丨对 A 递减” 
(这时 U ； - AI 递增），但总的来说，“1人1 对* 单调”这个关键性条件不能缺少 • 
因为级数的收敛与其部分和序列的收敛等价，下一个定理可以看作 Levi 定 
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理的级数形式. 

定理 4.13 (Lebesgue 逐项积分定理）设 i / J 是 EcR n 上的非负可测函数 
列.令 


/(幻 =；£/ 〆 ％)(% 6 £)， 


则可逐项积分，即 


[ f(x)di 

J E 


f k (x)dx. 


证明令足（幻 = ^(^(k = 1，2,…），则丨 SJ 为五上的非负可测函数 
的递增列， 

lim S k (x) = f(x) (x ^ E) , ’、 

jt—^oe 

并且由积分的有限可加性可知， 

k 

[ S k (x)dx = X f fi(x)dx. 

J E iT\ ^ E 

令 k 一 ，应用 Levi 定理 4. 12 即得结论 .口 

从数学分析知道，在 Riemarm 积分情形，要使级数能够逐项积分，必须它一 
致收敛.而从这里看出，在 Lebesgue 积分情形，对于非负项级数来说，只要积分 
都有意义（各项函数可测）就能逐项积分，可见条件宽松多了 • 

下面考虑一般的非负可测函数列（对&不必单调）的积分极限定理.由于历 
史的原因，下面这个定理一般称为 Fatou 引理 • 

定理4•14(法图（ Fat < m )引理）设 U 1是£上非负可测函数列，则 

I lim / fc ( x)dic ^ lim f k ( x ) 

j £ Jt— 

证明令 = infU(%)，/ A + 1 (%), …丨（％ E 幻，则丨心丨是对 A 递增的非 

负可测函数列.由下极限的定义可知 

limg k ( x ) = lim / 〆 沐 

于是由 Levi 定理，并注意☆(幻 S / 〆 幻就得到 

[lim/ ft (^)d^ = [ = lim | g k (x)dx 

J E J E 00 J E 

- lim 1 g k {x)dx ^ lim I f k (x) dx t 

k 一效 】 E ft—^oo ^ ^ 

定理的结论成立 .口 

对一般的非负函数列的极限与积分交换次序问题， Fatou 引理只给出一个不 
等式关系.值得指出的是，作为一般性命题，这个不等式关系不能改进为等式，即 
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使式中的极限都存在（这时下极限等于极限）也是这样.关于这一点，可以看下 
面的例子. 

例5在（0，1)中令 

r / \ I / \ f 灸，当 0< X <1/ A ：， 


fki x ) = kX( 0 r i/k)(x) = 


0，当1/灸矣戈< 1. 


于是，当0 <% <1时有 lim / Jx ) =0,而对一切 k 有\ f k (x)dx = 

fc — » Jo 


因此 




但是， 


(limf k (x) )dx = 0, 


函数列积分的极限与极限的积分显然不相等- 

下面给出一般可测函数列积分号下取极限的定理. 

定理 4.1 S ( Lebesgii e 控制收敛定理）设上几乎处处收敛的 

可测函数列， =/ U ). 若存在非负函数 F ， 使得 F E L (幻并 且 

k — ► 00 

\ fk ( x ) 丨彡 FO ) (X e E，k = 1 ，2,…）， 

则函数/及所有的 A 都在芯上可积，且 lim f 存在并等于 [* f ( x ) dx . 

A J g J E 

证明 因为 I ^ F ( x ) 9 |/0)| = lim \ f k { x ) I 在 F(x )， 而尸 G 

ft—♦ oo 

Z (幻 ，所以 / 及 /,(A = 1，2, …）在五可积.又因 

\ fk ( x ) -/(^) I ^ \ fki x ) I + 1/(%) I ^ 2 F ( x ) 9 
将定理 4. 14用于非负可测函数列丨 2 F - \ f k - f \ 丨，就得到 


( 2F(x)d^ 

J E 


lim(2F(x) - \f k (x) -f(x) \ )dx 


^ lim f (2F(x) - \f k (x) -f(x) \ )d^ 

- (2F(x)dx - lim f \f k {x) -f(x) | dx. 
J J £ 

由这个不等式两端消去有限数 f 2F{x)Ax ,便得到 

J E 

Hm f \f k (x) ~f(x) I 矣 0 ， 
k 一 ► ^ J E 

但 |/ fc U) ~f(x) I 是非负函数，因此只可能 

lim [ \f k (x) -/O) I ck = 0. 

J r 


于是由 
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I f f k ( x)dx - [ f ( x)dx ] ^ [ \ f k ( x ) ~ f ( x ) \ dx , 

J E J E J E 

可见结论成立 .口 

满足 \fM I ^ F ( x)(x S 芯，& = 1，2,…）的 F 称为 t / J 的控制 函数. 注意， 
本定理中“存在控制函数 F e UE )” 这个条件是不能少的，其反例就是本定理 
前面的例子 :/ A U ) =/^(0,_(；0，（0名1<1).对这个函数列，由于不存在控制函 
数 F G Z (0，1), 故积分号下取极限不 成立. 

推论（有界收敛定理）若< a ，1人丨是在£上几乎处处收敛的可测函 
数列， 

lim / A ( x ) = f ( x ) ( a . e . x ^ E ) , 

i 一 > oc 

并且存在常数 M >0, 使得 

\ f k ( x ) I ^ M (x e E 9 k = 1,2,-.), 

则 lim [ f k ( x)dx = f f ( x ) dx . 

k^co J E J £ 

证明这是控制收敛定理的一个特例.因为这时可取控制函数为 F ( x ) 

(x e A 即 F 为常值函数），它在测度有限的点集上是可积的 •口 
例6设可测 ， /G L (£) .试证 

f f ( x)dx = lim [ f ( x ) dx . 

J E ® J £n [ -N,N] 

证明由于 

I /( 戈 ）(k = [ f ( x ) x [ . NtN ] ( x ) dx , 

J En[N,N] J E 

由此看到，应用点集的特征函数，可将变化的点集上的积分变成在固定点集上变 
化的函数的积分.令/ 〆 ％) = f ( x ) X [ _ NiN ] ( x)(x G 幻 ，则有 

lim / yO ) = f ( x ) , \ f N { x ) I ^ \ f ( x ) I e L ( E ), 

/V— 

故由控制收敛定理可得结论 .口 

我们定义 Lebesgue 积分时，并没有区分积分域有界或无界.这个例题说明 
当积分域无界时，我们定义的积分，与按数学分析中无穷积分的定义方式得出的 
结果是一致的. 

下一例题是把控制收敛定理用到一般的函数项级数逐项积分的问题上. 

例7试 证:若 人 G L ( E )(£ cR n ， bl ，2, …）.并且 

oo 

X [ \fk( x ) I 心 < 00 ， 
kT \ J e 

00 

则级数 EAb ) 在 £ 上几乎处处收敛，其和函数 / 在 E 上可积，并且 

i = 1 

oo go 

f f ( x)dx = y [ f k ( x )dx ( z / 〆 幻可以逐项积分）. 

J E kTi J E kT x 







00 


证明令 F ( x ) = E I / 〆 幻丨 ，这是 五上的 非负可测函数，则由逐项积分 

k = \ 

定理 4. 13及本题假设， 

0& 

f F(x)dx = Y [ \f k ( x ) I 心 < oo ， 

J E J E 

w 

故 F G L ( E ) ，从而 F (幻在 £： 上几乎处处有限.因此级数 X / 〆 ％)几乎处处绝对 

fTi 

收敛，从而几乎处处收敛，其和函数 /( x ) 在£上除某个零测集外处处有意义，而 
又有 

tv « 

1/(^) I = I X /» 卜 X l /» I = F { x ) e L ( E ), 

i=i 

故 /e L { E ). 

k 

对用控制收敛定理，得 

i = l 

k k 

I f(x)dx = [ lim \f i (x)dx = lim [ Y 
J E J E *-►» J E fTj 

k 00 

=lim y [ fi(x)dx = y [ f i (x)dx. □ 
fr \ Je fTi J e 

下面一个例题是关于积分号下求导数的. 

例 8设对于每个固定的 t ^[ a 9 p ] ，/(%")是 [ a ，6] 上 x 的可积 函数； 又 
/(、 i ) 对 f 可导，且存在常数 c 使得 

^ c , (a 备 x 矣 b，a 矣 t 矣/ 3) , 
dt 

则 去( j /( x ^ dx ) = /„ Yt f{x ' t)Ax ' 

证明设是任意一串趋于 0(4—06 ) 的数列.对于固定的*，令 

f k i x ) = + h k ) -f(x,t)] , 

则 =^ f ( x ， t ). 由微分中值定理 

1/*(^) I = + e k h k ) ^ c,(0 < < 1). 

at 

因此根据有界收敛定理（控制收敛定理的推论）， 

[ ^~ ： f(x 9 t)dx = [ lim/ “ 戈 ）(k = lim f f k (x)dx 

J a ot J a *—» k-^ta J a 


=lim 


^~[ J fk( x y l + h k )dx - J f k (x 9 t)dx] 
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=去 j /(x f t)dx. □ 

至此，我们给出了三个取积分与取极限交换次序的定理 （ Levi ， Fatou ， Lebes - 
gue 定理）.回忆数学分析中学过的有关内容，在 Riemami 积分的情形，这种交换 
次序都要很强的条件——有关的函数列一致收敛.这样一对比，我们这里的条件 
是宽松多了. 

在这一节的最后,要说明 Lebesgue 积分有可数可加性，它可由控制收敛定 
理立即得到. 

定理 4. 16 设 fEL ⑻， E = E k ，所有仏（友 =1 ， 2 , …） 都可测且互不相 

Jc = 1 

交，则 

00 

f = y , f 

J £ jtTi J £ k 

证明按照证明定理 4.9 ( ii ) 的思想，令 

fk( x ) = A x )xl E i x ) = f( x ) (x El ( x ) ^Xe 2 (x) + …+ 私（ ^ 0 )， 

j=i J 

则对于所有％ e £， 

\imf k (x) = /(^) , \f k (x) I ^ \f(x) ] G L{E) , 

(k = 1 ，2,…） • 

又由积分的有限可加性有 

k 

[ f k ( x )^ x = y f . 

J E iTl J E 

令“农 ，根据控制收敛定理立即得到所需结论 .口 

§4.4 Lebesgue 积分与 Riemann 积分的比较 

这一节讨论 Lebesgue 积分与 Riemann 积分的关系，同时给出有界函数 Rie - 
mann 可积的一个简明特征 • 为了叙述简便，限于一元函数. 

数学分析中曾利用达布 （ Darbmix ) 的上和与下和的概念给出过有界函数 
Riemann 可积的充分必要条件 （ 以后简称 “ Rietnarm 可积”为“/?可积”，相应的积 
分用积分号前加（/0表示），为了后面应用的方便，在这里重述 如下： 

设函数/在闭区间 U ，6] 上定义且有界•对于 [ a ，6] 的分法 

D • a ^ x 0 < x } < …< x n = 6 , 

令<.与.分别表示/在小区间[\_,，\](; = 1，〜，〃）的上确界与下确界，记 

n n 

~ ( X i ~ X i~l ) t S D ~ m i ( X i ~ X i-l ) 9 
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分别称为/关于分法 D 的上和与下和，则有 

1° Darboux 定理 :对于 任意一列愈来愈细的分法丨 Z ) A 丨（即对于所有 k ， D k 
的分点都是 A + 1 的分点，并且若记 A 的分点为 Uf U = 1，2,…， n 丄则 
= ^ax ( xl k) 0)， 相应的上和序列丨 SJ 与下和序列丨分别是递减与 

递增的，并且极限 / im 心与 lim %都存在，而分别等于全体上和的下确界 (/ 在 

U ，6] 的上积分）与全体下和的上确界 (/ 在 [ a ，6] 的下积分）. 

2° / 在 [ a ，6] 上 （ i ?) 可积的充分必要条件是，对于一列愈来愈细的分法 
j | , lim S D =： lim ^ 当 / 在 [ a ，6] 上 （ R ) 可积时，这个极限等于 

♦ o& 11 k—>- oe K 

( 尺） //( 幻心 . 

定理 4.17 若函数 / 在上 （ TO 可积，则 /E L ( a ，6)， 并且 

(丑）/ /(^)^ = j f ( x )^ 

证明这时/必有界，可设0矣 m =^/( A ：) 矣 M (即/非负，否则代替/考虑函数 
容 U ) = f ( x ) - m ， 则君非负，且可积性与/相同）_设是 [ a ，6] 的一列愈来愈 
细的分法，则函数/相应于 A 的上和与下和、分别是 

、= £ m ^(^ -#))，、= - #!)， 

i = 1 i = 1 

其中 

M l k) = sup I/O) I ^ e [xl^l ,xl k) )( , 

m l k) = infj /(^) I ^ G OS ，#) ) } ， 
i = 1，2，". ， n k . 

对每个 h 我们定义函数☆与 \ 如下： 


1 = i i = 1 

另外 4*(6) = h k ( b ) =/(6)， 则心与 心都是非负简单函数（实际上都是阶梯函 
数），它们在1>，6]上的 Lebesgue 积分就是与^由于/在 [ a ，6] 上 （/?) 可积， 
因此 


lim S Dt = lim 5^ = (R) j f(x)dx. 


于是我们得到 


lim(L) f g k (x)dx = lim(L) f h k (x)dx = (R) f f{x) d^:. 
« J a J a J a 


但是容易看出， l ^ i 对 A 是递减的，可设极限 lim g k (x) = 容（幻 >0 ，从而丨财 - 

i— 

容 * 丨对递增，其极限 lim (M -g k {x) ) =M -g ( 幻是 [a ， 6] 上的非负可测函数，按 

4 — 
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Lebesgue 积分的定义应有 

( L ) ( (M - g ( x))dx - lim ( L ) ( (M ~ g k ( x )) dx . 
J a 卜 00 J a 

在这个式子的两端消去 M ( b - a ) ，结合前面得到的式子就得到 


( R ) | f ( x)dx = ( L ) J g ( x ) dx . 


同理，由于丨对 &递增 ，设 W 幻 = Hm 心 ㈠ ），则 

k ―> 00 

(^) J f ( x)dx = ( L ) 

注意到， 



h k ( x ) ^ f ( x ) ^ g k { x ) , (x G [ a , b ] ,k - 1，2，."） ， 

取极限后知 Mx ) ^ f ( x ) ^ g ( x ) ，但是， 

( L ) f = (L) J* h ( x ) dx f 

J a J a 

也就是说，非负函数的积分 f UU ) ~ h ( x))dx =0 .因此冶 U ) - h ( x )= 
0 a . e . 于 [ a ，6] •从而 


f ( x ) = g ( x ) = h ( x ) ， x ^ [ a ,6] a . e . 

于是 / 是 Lebesgue 可积函数，并且 （ L ) f /( x)dx = ( R ) f /( x ) dx . □ 

下面的定理给出 Riemann 可积函数的一个简明的特征，在它的证明中，沿用 
前面的 记号. 

定理 4 . 18 设函数 /( 幻在 [ a ，6] 有界，则/在 [ a ，6] 上 Riemarm 可积的充分 
必要条件是，/在 [ a ，6] 上的间断点组成零测集. 

证明对于一列如前的分法，设％ e [ fl ， fc ] 并且不是任 一 R 的分点 
(注意，所有 A 的分点只有可数个，从而为零测 集）. 若能证明，函数/在点％连 
续的充分必要条件是，客（％) =&(%)，则当/为 （/?) 可积时，由前一定理知， 
g (^) = Hx ) a . e . ，所以/的不连续点之集（即使它 含有坧 的分点）是零 测集; 反 
过来，当/在 [ a ，6] 上的不连续点组成零测集时，则 g (幻 = h ( x ) a . e . 于 [ a ，6]， 
从而 

( L ) [ g { x)^x = ( L ) f h ( x ) dx . 

J a J a 

由前一定理的证明知 ， lim \ =： lim 〜故/在 [ a ，6] 上 （/?) 可积.这正反两方面 

k — * Q0 * k —► 0© * 

的推论就证明了本 定理. 因此，剩下来只需证明，/ 在％ 连续的充分必要条件是 
g ( x 0 ) = h ( x 0 ). 

设与％仍如前，函数/在 [ a ，6] 有界并且 （/?) 可积，同时 在点％ 不连续. 
这时有某个正数 s 使得，在％的任意邻域 B ( x 0 J S ) 中，都存在相应的点 〆 满足 
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1/(^) -/(^ o ) I 即 

fix ’) < f ( x 0 ) 或 /(/) > f ( x Q ) + £. 

而因 II A il — O , 故当& 充分大时，就会使％所在的分法仄的小区间包含于 
扒％，5)，从而 

h ( x 0 ) ^： f ( x f ) < f ( x 0 ) - £ < f ( x 0 ) 


或 


Ah) < A x o) + «■ < A x ， ) 矣客 （％)• 


因此 g (%0) ^ h ( x 0 ). 

若 D k , x 0 以及 / 仍如上一段所述，但函数 / 在％连续.则对任意 e >0,存在 
5>0,使得任意 x e 5 (%， 幻满足/(%) ~s<f(x) </(%)+& 则因 ||仄 ||—0, 


故当&充分大时，由函数 A 和心 的定义可见， 

f(x 0 ) - 8 ^ 〜 O 0 ) 矣 h(x 0 ) ( g(x 0 ) ^ g k (x Q ) ^f(x Q ) + e. 

而 s 是任意正数，故得 W %) =/(%).这就证明了，/在％连续当且仅当 


客 (％) =^(^ 0 )* □ 

下面的定理给出无穷区间上的广义 Riemann 积分与 Lebesgue 积分的关系. 
定理 4. 19若定义在 R 上的函数/在任何有限区间上有界，且它在 （-00 ， 
00 )上的反常 Riemann 积分绝对收敛（蕴含/在任何有限区间可积），则/ E 


L ( - 00 , 00 ) ，并且 

( L ) f f ( x)dx = ( R ) f f { x ) Ax . 

J — oo J — 00 


证明 这时 / 在任何有限区间上可测，从而在 R = U [n，n + i] 上可测 . 

71 = - « 

由 Lebesgue 积分的可数可加性， 

(L) \ \f(x) | dx = Y ( I ) [ |/( a :) I dx = lim ( L ) [ \f(x) \ dx 

Jr J n N 一 J ~n 

yy «e 

= \ im ( R ) f \ f ( x ) \ dx = ( R ) f |/( x ) | d ^: < oo . 

/V-^oc J -N J -oo 

故 /E L (/?)， 再根据上一节的例6,以及无穷限 Riemann 积分的定义可得，两种 
积分的值相等 .口 

有限区间上无界函数的 Riemann 积分（瑕积分）与 Lebesgue 积分的关系与 
此类似，证明留给读者. 

定理 4. 19表明，无界函数或无穷区间上的广义 Riemann 积分，只有当它绝 
对收敛（被积函数绝对可积）时，被积函数才是 Lebesgue 可积的，而且相应的 Hi - 
emann 积分与 Lebesgue 积分的值相等.但反常 Riemann 积分并非都是绝对收敛 
的，所 以若# 如此，这种积分就不能看成 Lebesgue 积分.例如考虑积分 
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sin 


x 


■d^c, 


若对其被积函数在 X = 0时补充定义函数值为1，则这函数在[0, + 00 ) 连续，因 
此在任何有限区间都是 Riemann 可积的.因此,若把这个积分当成无穷区间 [ 0， 
+ 00 )上的反常 Riemann 积分，它的收敛性等价于 

sin x . 



的收敛性.根据数学分析中的 Dirichlet 判别法，它（无穷限的 Riemarm 积分）是 
收敛的，且 


但当％多1，根据 



sin 


-d; 


x 



2 


I sin % I 
x 




• 2 
sin x 

x 


1 - cos 2 x 
2 x 


以及 f 收敛，而 f ick = + 00 ，即知 

J i Lx J i Zx 




于是，龍 Lebesgue 可积函 数的綱 可积性，宇运 1(0 ， + oc ). 


从本章所讲的 Riemann 积分与 Lebesgue 积分的关系来看，我们把 Riemann 
积分推广到 Lebesgue 积分，是有所得也有所失.得到的是很宽松条件（几乎已是 
必不可少的条件，如控制收敛）下的积分号下取极限的结果（首先是因为可测函 
数类对于极限运算是封闭的，而对 Riemann 可积函数类这一点就不成 立）； 失去 
的则是没能把非绝对收敛的反常 Riemann 积分包括进去.这不能不说是 Lebes ¬ 
gue 积分的一点小小遗憾 • 不过， Riemann 积分是有它独特的作用的.回忆数学分 
析（包括微分方程）中大量基于微元法建立起来的积分应用，用的都是 Riemann 
积分的概念，而且 Lebesgue 积分的大量具体计算，其实都归结为 Riemann 积分 
的计算_因此， Riemarm 积分与 Lebesgue 积分共存于现代数学之中，各有所长，互 
相补充. Lebesgue 积分是 Riemann 积分的推广，而不是它的替 代物. 

最后，用一个计算积分的例子作为本节的结束. 

例9在区间[0，1]上定义函数/:在康托集 C 上，/(幻=0;在[0，1] \ C 的 
每个长为 1/3*( A ： = 1，2,…）的构成区间上，/( X ) =+•试求 （/?) |/(%)心和 

(L) • 

解易见/在[0，1]上有界，其间断点构成零测集 (/ 至多只在属于 C 的点 





不连续，而 C 为零测集），故它是 Riemann 可积的，且它在[0，1]上的 Riemarm 积 
分等于它在[0，1 ] 上的 Lebesgue 积分•而由 Lebesgue 积分的可数可加性，它又等 
于 [0，1]\ C 的构成区间上的积分之和 

(R) [ f(x)dx = (L) [ f(x)dx = f f(x)dx 
J 0 j 0 j [ 0 , 1 ]\c 


而用数学分析的方法（几何级数在[0,2/3]上逐项积分）可算出 


2 \ rt 


= In 3， 


因此 


| /( ) d^: 


In 3 
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在数学分析中，我们知道，把重积分化为累次积分 




f(x,y)dxdy = \ dx \ f(x,y)dy, 

J a J c 


或者把累次积分交换积分次序 


[dx [ f(x,y)dy = [ dy f f(x,y)dx, 

J a J c J c J a 


在微积分的应用中都是十分重要的.但在那里，因为所说的积分都是 Riemarm 积 
分，通常要加上很复杂的条件才允许这样做.具体来说，对于一个包含先后两次 
单积分的累次积分，如果其中有一个单积分是无穷积分时，就得要求这个无穷积 
分对参变量在积分域上一致收敛，才能交换积分次序.而对于我们现在讲的 
Lebesgue 积分，这样做的条件就可以很宽松.这就是本节要叙述的内容. 

为了简便起见，我们先叙述由两个无穷限单积分组成的累次积分的情形，即 
在什么条件下，全平面 R 2 上的一个二重积分能化成累次积分，并且相应的两个 
积分次序不同的累次积分相等.最后会说明，这种情形已经是十分典型的了.另 
外要注意，在本节下面出现的所有积分都是 Lebesgue 积分. 

定理 4. 20( 富比尼 （ Fubini)) 若 /('y)e L(R 2 ) =L(RxR )， 则 

( i ) 对几乎处处的％ e &，/(%，7)作为7的函数是11上的 Lebesgue 可积 
函数； 

( ii ) | /( x ， y)dy e 1( R ) ，即含参变量 X 的积分 J /0, y ) dy ， 作为 X 的函数 
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在 R 上是 Lebesgue 可积的； 

( Hi ) 即 j ^/(%， y)dy 作为 x 的函数在 R 

进行积分，其积分值等于 /(^ y ) 在全平面 R 2 的二重积分（二维 Lebesgue 积分） 
值. 

推论 若 / U ， y)e L ( R 2 )， 则 

drc f{x,y)dy = I dy J f(x,y)dx. 

J — 00 J — 00 J — oo J — oo 

推论表明，只要 / u ， y ) 在平面是二维 L 可积的，则 / U ， y ) 对％ 与 y 的两个累 
次积分可以交换次序，或者说，不同次序的两个累次积分的值是相等的. 

我们先承认 Fubini 定理，用它来证明推论.这实际上是很简单的，因为在条 
件 /0， y ) e 1( R 2 ) 中，％与; X 是平等的，从而在 Fubini 定理的结论中，完全可以 
把％与: K 位置相交换，于是得到 


m 


dr f(x,y)dx 

R J R 


f(x,y)dxdy. 


把它与 Fubini 定理的 （ iii ) 结合起来，便得推论. 

下面是同 Fubini 定理关系密切（也很相似）的一个定理. 

定理4.21(托内利（1'0116111))若 /(、： K ) 在 R 2 非负（二维）可测，则 

( i ) 对几乎处处的 x e R ，/( hy ) 作为 y 的函数是 R 的（一维）可测 函数; 


( ii ) 积分 f /( 〜7)办有意义 （an G R )， 并且它是$ e R 的非负可测函 

J R 

数； 


( iii ) 非负可测函数 f /0， y ) d y 再对％的积分，等于 /0， y ) 在平面 R 2 的 

J R 

(二维） 积分： 


f ck f f(x,y)dy = [ f(x,y)dxdy. 

Jr Jr J r2 

紧接的这两个定理是相似的，因为要解决的问题 相同： 当被积函数满足什么 
条件的时候，其重积分可以化为相应的（任意积分次序的）累次积分.不同的是， 
Tonelli 定理讲的是被积函数非负这个特殊情形下的结果， Fubini 定理讲的是一 
般情况 • 为了解决同一问题，两种情况下要求的条件是不一样的.由于非负函数 
只要可测，其 L 积分就有意义，所以 Tonelli 定理的最初假设（函数 /( x ， y ) 非负可 
测），可以说已经放宽到了最宽的 程度； 在一般情形（变号的被积函数）要求则稍 
许多一些，不但要求积分有意义，还要积分值有限，这就是 Fubini 定理.关于这 
些，后面还会进一步说明.至于这两个定理的证明，可以看出，如果先承认 Tonelli 
定理成立，很容易用它来证明 Fubini 定理. 这只需令 

=/ + (x 9 y) -/' (x,y ) , 
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则 / +，* r 都是 r 2 的（二维）非负 l 可积函数（从而二维可测）.对/ +，/ _ 用定理 
4.21，可知相应的（〗）（旬（心）成立.由于所有的积分都是有限的，可以做减法， 
便得定理 4. 20的结论. 

剩下来只要证明定理 4. 21. 为了叙述简单，我们把所有使得定理 4. 21成立 
的（二维）非负可测函数记为 F ， 即令 

F = \ f ( x , y ) | 在 R 2 非负可测，满足定理 4. 21 的 （ i )( ii )( iii ) l . 

于是证明定理 4. 21，就等于要证明 

i /(^, r ) 丨在 R 2 非负可测1 cf . 

注意，恒等于0的函数必属于 F ， 因此 F 是非空的， 

下面我们先看看 F 的结构（对什么样的运算封闭）. 

引理 4. 2 ( i ) 若 fE 為 0 O 为非负常数），则 a /e F ; 

( H ) 若 / p / 2 e 厂则/! +/ 2 ^。 

( iii ) 若 /，g E F ， f ( x ， y ) - g ( x , y ) R 2 ) ，则 /-g F ; 

( iv ) 设 A e F(fc = l ，2, …），且 j / J 对&是 递增列 ，即乂 U ， y ) 名 / t + 1 (心 y ) 
( A ： = 1，2, …），若 lim / A ( x ，：>0 ~ f ( x , y ) ，则/ G F . 

A—►» 

证明显然， 

现在证 （ iH ). 显然，由引理的条件知， /- g 满足 Tonelli 定理的 （ i ). 

下面证明 /- g 满足 Tonelli 定理的 （ ii ) ,即证明 

I [/( 戈，; K) _ g ( x 9 y)]dy 

J R 

是％ e R 的可测函数.因已知 g e L ( R 2 )， 即 

g{x,y)^xAy < + oo ， 

J R 2 

而又有尽 e F ， 所以 

I J g ( x f y)dy = [ g ( x f y)dxdy < + oo , 

Jr Jr J r 2 

因此 


g ( x , y)dy 
J R 

几乎处处有限，即存在 FcR ， m ( 幻=0, 使 

[ g{x jy)^y < + oo ( V ^ ^ R \£). 

J R 

从而我们断言，只要％ e R \£， 便有 

I [/(^,r) - g(^,r) ]dr = I /(^,r) d r - | g(x,y)dy. (3) 

J R J R J K 

事实上，对任意％ e R \£， 如果 









[ f ( x y y)dy < + oo ， 

J R 


则用积分的线性性质，知 （3) 成立； 如果 

j f{x y y)dy - + oo , 

J R 

则 （3) 式右边取值 + 00 , 此时其左边不可能取值有限（否则对 (/」 g ) 用积分 
的线性性质，会得出 f f ( x 9 y)dy < + ^的矛盾），故 （3) 两边都是+ oo ，它也是 

J R 

成立的.再由已知条件， （3) 式右边是两个可测函数之差，从而其左边也是可测 
函数.于是/_尽满足 Tonelli 定理的 （ ii ) ， 

再证 /_ g 满足 Tonelli 定理的 （ iii ). 首先我们有 


[ ^ - g ( x , y ) )dy = J f f ( x , y)dy - [ dx f g ( x 9 y ) dy . 

J r J r Jr jr Jr Jr 


(4) 


时，根 


这可以仿照上一段证明 （3) 的推理来证明（即当 <+ oo 时，根 

据积分的线性性质；当]^‘ J R /(^, y)dy = + oo ,则 （4) 的左边必定也为+ oo ，否 

则移项后再用积分的线性性质又会出现矛盾）.但根据 /，g e 厂知 （4) 的右边等 
于（由于还有 g e L ， 下式不会出现00 - 00 ) 

( f(x,y)dxdy - \ g(x 9 y)dxdy. 

J r 2 J R 2 

再用证 （3) 的同样推理，便知它等于 

[/(^>y) - g(x r y)]dxdy, 

J 

用此式代入 （4) 式右边，便知 /- g 满足 Tonelli 定理的 （ iii ). 

综合以上推理即得 /-g e F . 

最后证 （ iv ). 首先，/显然满足 （0. 用 Levi 定理，知 


f ( x , y)dy = lim | f k ( x , y ) dy , 

J R J R 


故 / 满足 Tonelli 定理的 （ ii ). 

注意到 A E F ， 先对二维积分，后对一维积分用 Levi 定理，便得 


[ f ( x , y)dxdy - lim [ f k ( x 9 y)dxdy 
J R2 ft-Ke J R 2 


^/ R da: // i( ^ r)dr = /.(li™ b …㈣) 

I dx I ( )dy = [ d^c [ f ( x , y ) dy , 

J R J R * J R J R 
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这就证明了 / 满足 Tonelli 定理的 （ iii ). 

这就完全证明了引理 4.2 .口 

定理 4.21 (Toitem 定理）的证明因可测函数可用简单函数的递增列逼 
近，故由引理 4. 2知，只要对任意可测集 A 证明; F 即可.我们对£相 
应为矩形，开集，有界闭集， G 型集，零测集以至一般可测集共六种情形来完成 
这个证明. 

1°当五 = [ a ，6) x [ C ，幻时，则 

Xe ( X ^ J ) = Xla , b )( X ^[ c , d )( y )- 

由此表示式明显可见，;^满足 （ i )_ 由于有关函数非负可测，立即可见 （ ii ) 中的积 
分存在，并且可以算出， 

\ Ar £ (^» r) d r ~ (d ~ c ) X[aib) ( x ) , 

J R 

可见 （ H ) 成立， （&) 也可以通过计算得到验证. 

2° 当丑是 R 2 的开集，这时 

^ = u 

其 中七是 R 2 的互不相交的半开方体.由1°及引理 4.2 知 

00 長 

Xe( x ^) = \JXr( x ^y) = y,Xiix,y) e F, 

j = i J jTi J 

3° 当五为有界闭集，这时存在开球 BDE ， 根据五 = B \( S \£) ，有尤 £ - 
再用引理 4.2 的 （ iii ) 知^ E F . 

4° 当 

OD 

瓦 = 「1五 * ， 

A = 1 

其中 < + oo ，则也有 h E F . 这是因为 

= u d\E k )， 

A = 1 

而 & 是渐增集合列， 

XeS x ^ ~Xe( x ^) = x El \E( x ^r) = » 

再用引理 4 . 2 便得. 

5° 当 m ( E ) =0时，这时存在开集 QAdCm 3£，且 lim m ( G k ) =0. 

it—► oft 

令 h q ，则由 2° 与轳知；^ e f ， 因此 

A = 1 

J dA： f Xn( x *y) d y = I Xa( x ^y)^y = o. 

JR Jr J r 2 

由 ECH 9 m ( E ) =0,知 
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J R d^c J ^^ £ ( x , y)dy = 0 = J h ( % ，y ) ckdy ， 

即 h 满足 （&) •上式表明 

I X E (x,y)^y - 0, a. e. X S R, 

J R 

从而 

Xe ( x ^) = o , a . e . a : e R , 

这就证明了;^满足 （0，（ ii ). 

6。对一般的 £： e M ， 由于 

尤 = (Cl A) u z ， 

k ^ l 

其中 h 是 R 2 的有界 闭集… （ Z ) =0,( (j F k )DZ = 0 •令尺 = 0 心， 不妨设 

k = 1 左 =1 

F k c A + i (否则，用& A 代替 h )， 则由3。与引理 4.2 知 h e F ， 从而 

y = 1 

Xe = Xk ^ Xz ^ F ' 

至此，定理 4 i 21 全部证完 .口 

关于 Fubini 定理与 Tonelii 定理，我们需要再作几点说明. 

( i ) 从 Tcmelli 定理的叙述可知，只要被积函数是非负（二维）可测的，则相 
应的重积分化累次积分与累次积分交换次序都是可行的.所以在实际计算中，在 
有关的几个积分（重积分与积分次序不同的累次积分)当中，只需要随意计算一 
个（较容易算的），如果算出来是有限值，则所有其他的积分都取值有限且 相等； 
而如果算出来的是+〜，则其他的积分也都是+ ~ . 我们知道，为了使所讨论的 
积分有意义，其被积函数可测是必不可少的最低条件，因此可以说，对非负函数 
来说，进行这种积分的变换基本上没有任何限制. 

对一般的可测函数， Fubini 定理告诉我们，只要 /( 二元）可积，则其重积分化 
累次积分以及相应累次积分交换积分次序都可行，而根据 L 积分的绝对可积性， 
要断定 /( 二元）可积只需验证 

[1/(^,r) I dxdy < + oo . (5) 

J R 2 

但根据 Tcmelli 定理，如果这个非负可测函数的积分是有限的，那么 I / I 的二重 
积分就可以化成任意一种积分次序的累次积分（当然这些累次积分也就可以交 
换积分次序），所以在应用 Fubini 定理的实际计算过程中，只需要在|/|的重积 
分与有关几个累次积分当中，随意计算一个（较容易算的）.如果算出的值有限， 
便知 （5) 成立，即 /e I ( R 2 )， 从而/的重积分以及有关几个累次积分都相等•这 
样看来，在一般情况下对于重积分化累次积分， Fubini 定理所给出的条件也是十 





分宽松的. 

细想一下，积分也是一种极限，因此积分与取极限可以交换次序，实际上说 
的是两种特殊的累次极限可以交换次序.在 L 积分理论中，积分与极限交换次序 
所需要的条件十分宽松，自然也启发人们，两个相继的积分交换次序的条件也应 
十分宽松.但宽松到如 Tonelli 定理所说的，对非负可测函数就没有任何限制，对 
一般可测函数，如 Fubini 定理所说的也只需 /e L ( R 2 ) 的地步，这确实是有些令 
人意想不到.可见 Fubini 定理， Tonelli 定理与 Levi 定理， Fatmi 引理， Lebesgue 控 

制收敛定理等这一系列定理的确是^积分理论中最美妙的结果 • 

( ii ) Fubini 定理与 Tonelli 定理，是指全平面上的积分化为两次单积分的结 
果，其实很容易推广到平面的一般区域或点集上.例如，设/£ 1(/)，其中/ = 
[a,b] x [c,d]. 则我们可在/外令 / U ，： K ) 为0,把/延拓到全平面，也就是令 

,> = r/(^,r) , (x,y) e /, 

io , ( x , y ) ^ /, 

则 /• E L ( R 2 ). 对/*用 Fubini 定理，得 


f f* (x,y)dxdy = [ dx [ f* (x,y)dy = [ dy [ f* (x,y)dx t 
J r2 jr Jr Jr Jr 


注意到 r 与 / 的关系，上式变为 


[a,6]x[c,d] 


f(x,y)dxdy 


f(x 9 y)dy = dy f(x,y)dx, 

J c J c J a 


这就是 / 上的 Fubini 定理.对其他区域可类似地推出. 

( in ) 从这两个定理的证明过程容易看出，它们可推广到高维积分的情形. 
例如，设 

^ ^ R p ,y B R q J(x,y) E L(R P+9 ), 

其中/>，？是正整数，则有 


[ f{x,y)dxdy = [ d^c f f(x,y)dy 
J RP + 9 J KP J R9 



f(x,y)dx. 


例 10 设 FCR 为闭集，其余集具有有限测度，证明 ：函数 


= [ 

J R 


g ( y , 尸) 

\ x - y \ 


dy 


在 F 上几乎处处有限，其中 = infU ( r , z ) |z £ 冽为点： K 到点集 F 的距 
离（参见 §1.4, 那里用了记号 ^ y ， F )) 

证明 与 §4.3 例7相似，我们若能证得 /e L ( F ) ，则本题结论正确（由定 
理 4. 8) .不同的是，在那里要证级数收敛，此处要证积分有限. 

因为在用/表示的积分中被积函数非负，由 Tonelli 定理得到（注意； r e f 
时， 5(； K ， f ) =0) 



S ( y ， F ) 


I(x)dx= U . YV ^ 


dydx 


Jf … JfJrI X 

=f f — ^ -^djcdy = [ f - - - iS(x,F) dy. 

J r J f I x - y\ J f c J f I y - x\ 

而对于 ％ E F,y e 广， - yl 彡 5(y ， F ) ■记 t = y - x ， 则 I t I 备 d(y ， F ) ，故 


2dt 


\ y - x \ 


S(y,F) 


2(8(y 9 F))~\ 


代回上式，知 I { x)Ax ^2 \ ( d ( y , F ) ) ' 1 5(r,F)dy = 2m ( F c ) < + oo .匚 

J F J F c 

作为 Fubini 定理的应用，下面讲述 Lebesgue 积分的几何意义. 

我们知道， Riemann 意义下的定积分 jVO ) h (/(%) ^ 0) 在几何上表示曲 
边梯形 U 、： K ) |a ^ ^ ^ 6,0 的面积 ，一 般非负函数/在区域<? C 

R n l 的积分（幻 f /(幻心表示以 C 为底 y ^ f ( x ) 为顶的曲顶柱体的 （n + 1 维） 

J Q 

体积. 与此类似，对于可测集 E C R n 及非负可测函数 y = f ( x )( x ^ E ) , Lebesgue 
积分 J £ / (幻如在几何上就是点集 

R ( E , f ) = {( x , y ) \x ^ E CR\0 

的 U + l 维）测度 （/?([，/) 称为函数 / 的下方图形）.前面曾经一再提到过这一 
点，现在来证明它.其实，如果先能证明/?(£，/)是 R n + 1 的可测子集，则 

XR(EJ) ( x , y)(x e R\y E R ) 

是 R tt + 1 上的非负可测函数，因此由 Tcmelli 定理可得 


mR(EJ) = j[ Xr^e,/) (x 9 y)dxdy 


J /： 


XR{E t f) 


( 欠， y)dy) 



dyjdA ： = f f(x)dx. 


这就证得了上述结论.为叙述简单起见，下面 仅就〃 =1的情形来证明 R(EJ) 
的二维可测性，即下述定理. 

定理 4.22 若 ECR 为可测集，/为£ :上的 非负可测函数，则 

R(E ， f) = \(x 9 y) \x e E,0 ^ y ^f(x)\ 

为 R 2 的可测 子集. 

证明对定义在 R 2 上的函数 F x {x y y) =/( 幻和 F 2 U,;r) =y((x 9 y) G 
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R 2 ) ，若能证 得心和 是在 R 2 上的可测函数，则有 

R(EJ) = i (x,y) E R 2 I F x {x,y) - F 2 (x y y) ^ 0| 

H 1 (x,y) e R 2 U e R,j ^ 0| , 

从而 i ?( E ，/) 必为 R 2 的可测子集.而为了证明可测，我们先来证明，对 R 的 
任意可测子集 S ， 

S * = \ (x,y) GR 2 |^E S,y G R | 

是 R 2 中的可测集.为此，先考虑 . 

5^ = I (^,y) 巳 R 2 | 戈 E S ， | y | < N\ • 

由于 S 可测，存在 R 的 Q 型集//，使得 ScH ， m (//\ S ) =0( 定理 2. 7). 因此对任 
意正整数 k ， 存在 & CR ， 使得 / ASCC A ，且< l / fc _ 这时 

= \{x,y) G R 2 I e G ft , I y I < N\ 

是 R 2 的开集，且爪 （ Q ): =(mG k ) - 27 V = 2N/L 
由于 

Pi ] (H\S); = \(x,y) \x G H\S, | r | < TV}, 

h \ 

而 ^ ( G ); 是 R 2 的仏型集，且 

k l 

n (G k )；) = m(\i m H ( Gk ) ； )-limm( Q (G k )；) 

k = i a = i p * = i 

2N 

( limm( G )* N = lim —— =0. 

/»—►» p—*<n p 

故 m((H\S);) =0,对任意 TV 成立，从而 

OD 

m((ff\S)* ) ^ ^m((ff\S )； ) - 0, 

N = i 

其中 

(H\S) * = H* \S* = i (x,y) E R 2 I ^ G H\S 9 y G R|. 

由 /T = 丨 U，y) G R 2 I x E //，y e R 丨是 R 2 上的仏型集，知 S_ 可测（定理 
2.7). 

结合 / 的可测性，知 U \f(x) 可测，从而 |(u) \f(x) >fl， y E R1 可 
测，即函数 A 在1^ 2 可测，同理可证 F 2 在1^ 2 可测.因此 /?(E，/) 可测 .口 

这样，作为 Fubini 定理的简单推论，我们证明了 Lebesgue 积分的几何意义. 









⑺(^)在 (0， + oc ) 上. 

11. 定义在|(〜 y ) | I ^ I ^1, I j I <1丨上的下列函数，是否满足 Fubini 定理的条件，它 
们各自积分次序不同的两个累次积分是否相等？ 

(1) 由 /( x ，： K ) = U 2 - 〆 ）/(/ +/)定义的/; 

(2) 由 /( x ， y ) =xy/(x 2 +y 2 )(x 2 + 〆 〆 ()） 及 /(0,0) =0 定义的 / 

12. 设 / 是 R 中有 限区间 [ a ，6] 上的 L 可积函数，试证对任意 £ r >0, 存在下列类型函数 

尽，使 

f \ f ( X ) - g ( x ) | d * < 

J [a,b] 

(1) 有界可测 函数； （2) 简单 函数； 

(3) 连续 函数； （4) 阶梯函数. 

13. 证明： 

(1) Levi 定理， Lebesgue 逐项积分定理、 Fatou 引理和 Lebesgue 控制收敛定理互相 等价； 

(2) Lebesgue 控制收敛定理中 j / t | 的条件，可以是“几乎处处收敛于/”，也可以是“依测 
度收敛于/”，若其他条件不变，可得同样的 结论； 

(3) 改用 Egorov 定理，直接证明有界收敛定理. 

14. 求 极限： 


( 1 ) lim f 
4 一 ao J , 


15. 证明 


1 ln( A ： + x) 


e _I cos xdx ； 


(2) lim f ― 2 sin 5 kxdx. 
Jo 1 + k x 


.i y p i * i 


队 … Jol -，“ ^ A 4 l (p + k) 2 ^ 

16. 设 / 是实直线 R 上的可积函数， /(0) =0,导数/\0)存在且有限，试证 


~f(x) e L(R). 


n . 若 / 在五 上可积，并且在 £ :上任意可测子集 x 上有 f ( x)dx = 0，证 明: /(幻= 

J A 

0 a. e. 于五 . 


18. 若 /e L ( E )， 并且 /( X ) >0 a . e . 于£，又存在可测集 4 C £： ，使得 j " f(x)dx = 0，证明 
mA = 0. 

eo ^ 

19•若 / ft e L(£)(fc = l ，2, …），并且£ I /*(幻 I = Hx ) G 以五），证明级数文 

*= 1 k = t 

可以逐项积分. 

oo oe 

20. 设数项级数 D a * 绝对收敛，试证 I x - r k \ 对于 ; c e [0,1] 几乎处处收敛 

k=l k^i 1 

(其中 Iht 为区间 [0，1] 中的全部有理点）. 

21 . 设 ，…， E n 是 E 间 [0,1] 的 W 个可测子集，而[0，1]的每一点至少属于这; V 个 
点集中的9个，试证这 W 个点集至少有一个点集，其测度不小于 q / N . 

22. 设/是区间 [ a ，6] 上的正值可积函数，常数 9 满足0<?矣，记 



Lebesgue 


S = \ E C. [a,6] mE ^ q \ , 


试证明 / f( x ^ dx } > 0 


23. 设 / 是区间 [0,1] 上的非负可积函数，试作 [0，1] 上的非负可测函数峰，使得 

lim tjf ( x ) = oo ，且 〆 x ) */( x ) E i [0， l ]. 

24. 设 /e L ( R )， 对任意 &>() 定 义：么 （*) = ^ f + V * ⑴ dt ，试证么 e i ( R ) ，且 

lh J x ^h 

[I I d^c ^ [ \ f ( x ) I dx . 

J R J R 

25. 设 /G L [0，1] ， 令 FU ) = 山，试证 f e L [0，1] 且 lim j ( x ) =0， 

J x t 

( F ( x)dx = f f ( x ) d ^ c . 

J [0,1] J [0,1] 

26. 设 < oo ， j / t 丨是集五上的可测函数列，试证当00时，/ 4 依测度收敛于0的充分 
必要条件是 

lim [ 1 {H ! cb = 0. 

*-►« } E 1+1 f k \X) I 

27. 设 Ml 是可测集£:上的可测函数列，并且对所有的 A 有 \ f k ( x ) | ^ F ( x)(x G £；) 及 
F e 乙（幻， 证明： 


lim/ t (*)d* ^ lim f / A ( *) d* ^ lim [ /〆 ac) dx 矣 f lim / 4 (jc) djc. 


/ A ( x ) 


■j^-dy < oo f x ^ F a. e., 


28 .证 明： / A O) = (" - — g ( y ) . 1+A dy < oo yX B F a. e., 

J r I x - y \ 

其中釕: r) 为 ye R 到点集 F 的距离， FcR 为闭集 ，且广 =r\f 有有限测度 .a 为正的常数 . 


29. 计算 ]。/(：0心 ： (l)f(x ) = 


( 2 )/(^) 


[戈 + 1][»+2] ’ 


(3)/(^) =^7 TT ,(t ^ 的整数部分〉 * 


30. ® < 00 (£ CR ), 试证 


f f(x)dx = lim Y ^ m ( \ x \ t k ^ f(x) < }). 

其中 r = 是实轴的一个分划 （h < t k + i yk e Z，lim I h I = 00 ， A ( r ) = sup ( t A + 1 - t k ) f 

lil-*oo k 

么是 [ Hd 内的一点.（上式中的和式称为 Lebesgue 和） 

31. 试证当 m £ = oo 时，若补充规定在上题的和式中，使0 £(&，~ + 1 )的 A 恒取相应匕= 
0,则上题结论仍然是正确的. 

32. 用 Lebesgue 和证明： 

< p { x)Ax = r ^ f ( r ) d r » 

^ a J 史 ( a ) 

其中 p 为光滑增函数，少为 p 的反函数. 

33. 证明 ： f f(x)dx = sup [ /(*)如.其中4为五的测度有限的子集，且使/在4上有 

J E A J A 




界，而 / 是 E 上的非负可测函数. 


34. 试证:对于五 CR n 上的非负可测函数/，(幻如=叫{ ]^(：0心|识是£上的非 


负简单函数，且#(戈） (fix)，x £ K a . e. I. 

35. 分别确定 a # 使 / 在 （0，1] 上 （ fi ) 可积或 （ L ) 可积， 

( 1 ) fix) -x a ； 

(2) /(*) = * a sin x ^. 

-n/2 

36 . 求 f f(x) d *. 


/, 、 / v 、 f sin 〜 ^ 为有理数， 

(1) f(x )=- ，此 

.cos X , X 为无理数； 

/ 、 f sin x 当 cos it 为有理数， 
.sin x 当 cos x 为无理数. 
—~ 、丨丨，町 = 有理数时， 


37. 设 /( x ， y ) = 


0，巧=无理数时， 


f(x,y)dxdy. 


0<x< 1 

1 


QO {D 

38. 试证重积分 f f e*^sin xsin ydrtdy 的两个累次积分存在且相同，而重积分存在吗？ 

J 0 J 0 

39•设 

.2 2 \ 2~ n ^ x ^2 ~ n + l <2 ~ B + 1 , 

f(x t y) = ] -2 2x + l , 2- n ^ l ^x^2'\2- n ^y<2^ + l f (n = l,2 f -) 


其他. 


证明 


fj f/ (x ^ )dx ) d：y9 " f 0 ( jf( x ^ d r) dx 



第五章微分与不定积分 


本章讨论微分与积分运算的关系_为简单起见，我们仅限于一元 函数. 在数 
学分析中我们知道，这两种运算是互逆的，这便是微积分基本定理，即 Newton- 
Leibniz 公式.但那时的积分是 Riemann 积分.现在有了 Lebesgue 积分，这种互逆 

关系的具体体现便会发生变化，我们来考察一下. 

1°先积分后微分 

在数学分析中已证明，若/(幻在 [ a ，6] 连续，则变上限积分 

F(x) = (1) 

J a 

在 [«， W 可微，且 

F f ( x ) - ^ | f ( t)dty =/0) (2) 

在 [ a ，6] 成立，即积分后再求微商，函数还原为自己.这是说微分是积分的逆运 
算. 如果/在 [ a 』] 不是连续，而仅仅是 Riemami 可积，即 /e 则已知由 

变上限积分定义的函数以幻在 [ aj ] 是连续的.把证明 （2) 的方法稍作修改，用 
一个广义的积分中值定理，也可以证明此时 （2) 在/的连续点成立（参看本章习 
题 1). 已知当 /E 时，/的不连续点是零测集，因此当/£ /?[ a ，6] 时， （2) 

式在 [a J ] 几乎处处 成立. Lebesgue 可积函数类 IU ,6] 比 Riemann 可积函数类 
大得多，人们自然会问，若/£以《，6]，是否仍然有（2)在[ < 1，6]几乎处 
处成立？本章的第一部分便是要给出这个问题的一个肯定的回答，但其证明显 
然是与数学分析的证明有很大的不同. 

2°先微分后积分 

若/在[〜6]可微，/'£ K 0,6], 则根据数学分析中微积分基本定理 
(Newton - Leibniz 公式），有 

(尺 ） [ = f ( x ) - f ( a ) (3) 

J a 

在 [ a ,6] 成立，即函数求微商后再求 Riemann 积分便回到函数自己（允许差一个 
常数）.这就是说积分是微分的逆运算.问题是，如果只知道 /'e LUJ ]， 情形 
会怎样？ 

由于尸£ LU ，6]， 可以在任意零测集上改变它的函数值而不影响其积分 
值，因此/在有导数应改为几乎处处的，即如果/在 [ a ，6] 几乎处处有导数 
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/'，且 /'E L [ fl ，6]， 是否仍然有 （3) 式成立？这显然是不可能的，因为一个函数 
几乎处处有导数，它本身可以是不连续的，因此 （3) 式的右边可以任意改变， （3) 
式自然不可能成立（例如，取/(%) =0( 当0<^<1)，/(0) 

= 0， a . e . x E [0，1]， 但/(6) - f ( a ) = 4 5可以取任意值，而 （3) 式的左边却等 
于 0). 因此，对 Lebesgue 积分，上述问题的提法应 改为： 若 /( 幻在 [ a ，6 ] 连续, 
/'( W 在 [ a ,6] 几乎处处存在，且厂 G L [ a ，6]， 是否仍然有 

(乙） [ = f ( x ) -/( a ) (4) 

J a 

Vx e [ aj ] 成立？回答仍然是否定的•我们将用 Cantor 三分集举出一个著名的 
反例，但同时给出使 （4) 式成立的一个重要条件，在一定意义下它是充分必要 

F 

的.这结果的论述，便构成了本章第二部分的内容. 

§5.1 变上限积分的微分 

若 /e lu ，6)， 则/=/+ - r ， 因此变上限积分 

- [ = [/ + (0^ - [ /~ ( t)dt 

J a J a J a 

是两个单调上升函数之差，而单调函数的不连续点至多可列 • 回忆函数在一点连 
续而不可微的典型例子，知这时候函数的图像在该点出现“尖角”（如：在 
^ =0). 由此可以想像处处连续而处处不可微的函数的图像，必然在每一点的附 
近都是“锯齿形”的，即在任一点附近都不是单调的.可以想象，单调函数应该与 
此相反，基本上处处可微（由于还有木连续点，当然不能保证“处处”可微）.下面 
我们来证明单调函数是几乎处处可微的.为此，我们先证明一个维它利 （ Vitali ) 
型的覆盖定理. 

定义 S .1 设五 cR ， r = 是区间族.称尸是五的一个 vitali 覆盖 ，如果 

对任意 x e £：与任意的6>0,存在 / a e r ， 使得吣 I <6且 X e / a . 

定理 5.1 (Vitali 覆盖 定理） 设 £ cR ， m •⑻ >0 .若厂 是五的 Vitali 覆盖， 
则对任意6 >0,存在尸中的有限个区间忍义，.••乂，满足 

n 

1，2,…， n )， 使得 m * (趴 U / ; ) 〈占. 

把这个定理与第一章的定理 1.20( 有限覆盖定理）作一个比较（限于一维情 
形）.在那里要求 A 是有界闭集，构成覆盖的是开区间族，结论是存在族中的有 
限个开区间，它们的并已把£：盖住了 • 现在的定理对瓦只要求 m *( E ) < ^ oo 9 
比有界闭集的条件弱多了，而且构成覆盖的区间，它们互不相交，其并虽不能全 
部盖住 A 但未被盖住的部分的外测度却可以任意小.在区间互不相交这一点 
上，结论比定理 1.20 的要强 •但 从盖住 E 这一点看，又比定理 1.20 要弱.总之它 
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们各有千秋，是两种不同意义下的覆盖定理•但从结论可以看出， Vitali 覆盖定理 
是与测度联系起来的 .. 

定理 S .1 的证明不妨假设尸是闭区间族的情形•取开集 GDE 9 m ( G ) < 
+ * . 不妨设对任意/ E / V 有 /C G •这时 

5 。= supli /1 |/e r\ < + oo. 

取八 e rj x nE ^ 0 ,\ i x \ .然后用归纳法选出后面的 /* •设 a ，/ 2 ，…， / t 已 

选出，若£ C 己1 /;，则定理得证.否则.令 

s k = supii/i |/ e r 9 i n ij = 0 j = 1,2 广 - ，左}， 

s • 

显然 8 k ^ s 0 < + 00. 

选，使得|/* +1 丨 >|，/ i +1 n /，0 ，y = i : ,2，”，， nn £—0 .这样，如果 

进程到某个&停止了（即& =0)，则定理获证，否典(得到一无声的区间列 

|/*1二 1 ，满足1门（=0(¥^_/).且由于/;(=1有 

00 

X 1 ^ m (°) < + «. 

4 » 4 ' ' 

;=1 

对 任意占 >0,取 n 充分大，使得 

；■ = » + ! 。 

我们断言， A ，/ 2 ，…，/„即为定理所要求的有限个互不相耷的区间. 

事实上，记 5 = ^\ U/ r 、 

jf S 1 

n n 

设 ； c e s ， 即 X e E,xt U / r 由于假定 A 是闭集，因此 U /, •也是闭集，从而 

j = 1 ；=* 1 

di8t(^, (j /.) > 0. 

；=i 

根据 r 是芯的 Vitali 覆盖，存在 /e 厂 ，使得％ e /,/ n /^0 (y = i ,2,-, 
n ). 显然 m <^<2 i /„ + l i . 由于 i /, i — o ( y—oo )， 知 / 必与|/儿" =1 中某个区间相 
交（否则与/,的选取矛盾），记％为使 / n / tto #0 jnij ^ 0 ,(j < n 。） 成立的最小 
自然数（它必定是存在的），则％ >/ i , 且 i/i <21/„。 | ，故％ e 。表示 

与 / B 。同心而长度为&。的5倍的区间），于是 

5 C U (5/ y ), 

/ = ft + 1 ， 


从而 
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m* (S) ( (J (5lj) ] ^ ^ m* (5 心） 

' j = U + 1 ’ 7 = » + 1 


= 5£ I Ij \ <s, 

y = n+1 

定理证完 .口 

下面我们用 Vitali 覆盖定理证明单调函数几乎处处可微. 、 

定理 S .2( Lebesgue 单调函数微分定理）若/(幻是[ ; «，6]的单调上升函 
数，则 /' (幻在 [ a ，6] 几乎处处存在，且 

| f f (x)dx^f(b) -/(a). (5) 


在定理证明之前，先作两点说明. 

1°结论 (5) 实际上已包含了 L ( a ，6), 这是因为单调上升的函数在微 
商存在的点总有 /' U )>0, 并 且尸在 [ a ,6] 是可测的（第三章习題8)、 

2°对 [ a ，6] 的单调下降函数，有类似的 结论. 请读者把结论写出来并利用 
上升的结果加以证明 • 

为了证明定理 5. 2,我们引入下面的 定义. 


定义 5.2 设 / U ) 定义在& e R 的某邻域内，令 

f ( x 0 + h )， f ( x 0 ) 


D + f ( x 0 ) 


= lim 

A -^0 + 


h 


D + f ( x 0 ) 


- lim 



f ( x 0 + h ) -/(%) 
h 


D ~ f ( x 0 ) 


=lim 



f ( x 0 + h ) - f ( x Q ) 

h 


D _ f ( x 0 ) 


lim 


/(^o + h ) - f ( x 0 ) 

h 


分别称为 / 在％的右上微商，右下微商，左上微齒，左下微商，总称为 Dhli 微商. 
显然 D + f ( x 0 ) ^ DJ { x 0 ) 9 D ~ f ( x 0 ) ^ D _ f ( x 0 ), 

ZT (-/) =-Z) + (f) 9 D~ (-/) =-/>_(/)• (6) 

/在％有右微商，当且仅当 DVU 。） =/>+/(%)为有 限值; /在％有左微商， 


当且仅当=/>_/(%)为有 限值; /在％可微，当且仅当这四个 Dini 导数 
等于同一个有限值_ 

定理 S .2 的证明要证明的是，除 U ， fc ) 的一个零测集外，有 

f ( x ) = D + f ( x ) = D ~ f ( x ) = D , f ( x ). (7) 

这只需要证明 miE ,) = m ( E 2 ) =0,其中 

尽 = \ x \ D ^ f { x ) > DJ ( x )\, E 2 = \ x \ D \ f { x ) > D + f ( x )\^ (8) 
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这是因为，若 X eu ，6)\( 尽 UA )， 则 

D + f ( x ) ^ D _ f ( x ) ^ D - f ( x ) 《 D + f ( x ) ^ D + f ( x ), 

从而 （7) 式成立. 


为了证明（8)，只需要证明 m{E x ) =0即可，因为对 -/ 应用已证的相应结 
果，并注意到 （6) ，便可证得 m(E 2 ) =0. 

由于/单调上升,知所有 Dini 微商非负，作分解 


E, = U UU e(a,b) f D + f(x) > r > s > 

其中 Q + 为全体正有理数.记 

^ : K : U U ^ (a ， A) ,D + f(x) > r > s > D_f(x )[, 

则只要证明 Vr，s E Q + ，有 m(A) =m(A rs ) =0,便可由 Q + 可列，得 miE^ =0. 
用反证法，如果不然，设， （ A ) >0,作开集 GDAMm(G) <(1 +e)m* (A). 
Vx E 1 由 D _f(x) <s ， 知可取正数 / i 充分小，使得 


f ( x - h ) - fjx ) 
- h 


< 


(9) 


不妨设 [ x - h 幻 CG . 这样，全体构成 4 的 Vitali 覆盖.因此，根据定理 
5. 1，存在 U - U ， …， [' -人，\]互不相交，使得 


从而 


m *(A U - h ijXi ]) < e 9 

i = l 


( 10 ) 


肌 *(4nu [^i (li) 

i = l 

并且 ^ m(G) < (1 +s)m* {A), 

i ^\ 

由⑼知 

~ f(Xi - < sh^i = 1 ，2,…， p ， 

故 


p p 

X ~f( x i ~ h i)] < S Y, <5(1 + s)m* (A). (12) 

i = 1 i ? 1 


令 B = A n |J ( x i - h i 9 x { ), 

i = l 

类似于前面所做的，对任意 y E 5,有 Z ) + /( r ) > r . 

因此，可取 正数& 充分小，便有[: K ， y + 刎包含在某个 U-h ,\) 内，且 


f(y + k ) - f ( y ) 
k 


03 ) 


全体这样的 [: K，y +幻构成 B 的 Vitali 覆盖. 





再用定理 5_ 1 ，存在 [y ”％ +\], 〜， [& ， \+\] ，它们互不相交，使得 

i>, > m*(B) ~s y (14) 

7 = 1 

并且由 （ 13) 知 /(a +k) - /( y .) > rkj , 

从而（根据 （ 14) 与 （ 11)) 

兔 [fir 』 “) -/(r y )] > k j 

)=i ；=i 

> r(m* (B) ~ e) > r(m* (A) - 2e). (15) 

注意到 /U) 在 UJ] 单调上升，而 [ypA + t] 包含于某个之内，因此 

土 [/ u . + -/( r ；)] ^ 全[/(七) -/(〜-〜)]• 

；=1 *= 1 

综合 （ 12) 与 （ 15 ) 得 

r(m* (.4) -2s) < 5(1 + s)m* (A) , 

由 e 的任意性，得故 rrTM) = 0 ， 矛盾 . 这就证明了 / 在 [a ， 
6] 几乎处处有非负的微商 /' ( 幻（可能取 + «>). 

下面我们来证明结论 （ 5 ) .令 

f n ( x ) : 打 / 卜 + 士卜 /⑷] ’xE[a ， 6 ]， 

并且规定当％ >6 时， /(x) =6 .显然 

fn(^) 身 0 ， Umf n (x) - f f (x) , a. e. ^ G[a,b], 

n—►« 

根据 Fatou 引理，有 

f f f (x)^x ^lim f f n (x)dx 


=limn f f/( x + 丄 ) 一 f{x、dx 
J a V n I 


i+ J_ a +丄 

=lim I /I J f(x)dx - n j f(x)dx^ 

- (/(^) ~ n j n f(x)dx j 

^/(^) ~/( a ) ， 

这就是 （5). 由此可知， ru ) 几乎处处有限，即 /( 幻几乎处处可微 .口 

注意到当/£ L ( a ， M 时， F (幻=是两个单调上升函数之差，因此 

J a 

在 [ a ，6] 几乎处处有微商 F '( x ). 下面我们来证明 

F f (x) = f(x) , a. e. x S[a,b]. 

引理 5.1( 可积函数用连续函数平均通近）若 /e L (£)，£ CR ， 则对任意 
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[1/(^ + h) -f(x) I dx 

J R 

^ f \f(x + /i) - g(x + /i) I + f I g(x + h) — g(x) I d^; 
J R J R 

| R \g(x) -f(x) I dx < y + y + y = £*. □ 

设 /e 10』），令/(幻=0,当 X 疟 U ，6) .这样 /e MR )， 且 


F k (x) = y|| f(t)dt - J /(Odf j 

= U ； + V ( oa t . 

引理 S.3 若 /e LU ， 6) ， F A ( 幻如上述，则 


r fc 

lim i I F k (x) - f{x) I = 0. 
J a 


证明 不妨设 h>0 .显然 


因此 


F h (x) -f(x) \ / ⑴ dt-/ ⑷ =y jj(x + t)df -f(x) 

= 士九 (f(x + 0 

f I F h (x) ~f(x) I dx f d^c f I/O + t) -f(x) I dt 

J ft J d J 0 

^-v~ I dx ( \f(x + 0 -f(x) I dt 
ft J - CC J 0 


h Jo 


\f(x + o -f(x) I dx. 


根据引理 5.3 ，知对任意 €>0 ，存在 6>0 ，只要 41 <d ， 有 


\f(x + 0 一 fix') \dx < e. 


从而只要 <5 ,就有 


T- f f \f(x + t) -f(x) I d^c < -f- f dt = e, 
ft J o J -oo h Jo 


引理 5. 3 得证 . □ 

定理 S.3 若 /e L(aJ ) ，则 


- f{x) 9 a.e. x G [ o ,6]. 


(16) 
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证明回忆 

F ( x ) = 

J a 

是两个单调上升函数之差，则它几乎处处可微， gpiimF,U) 在 （ a ，6) 几乎处处存 
在.由引理5.3,有 


lim 


F j r ( x ) -/(^) 


dx = 0. 


用 Chebyshev 不等式，对任意 o ■，有 


am 


e(a，6)，I ~ f { oc ) I ^ a } — 0， （当 A： 


从而依测度收敛到 /( 幻.根据 Riesz 定理，存在子序列卜，使得 


从而 


即 


limF±(^) = f ( x ) ， a. e. x ^[ a 9 b ], 

oo 


1 ^ (X) = A)， a 上 40 ]， 


F’O) = f(x) , a. e. X ^[a 9 b] y 

定理 5. 3 得证 .口 

这样，我们便证明了，若 /e 则变上限积分 

F{x) = 

J a 

在几乎处处的意义下是 / 的原函数， g 卩 （16) 成立. 

这样的函数是两个单调上升函数 之差. 两个单调函数之差，可以有另一 
种刻画. 

定义 5. 3 设 /( 幻在 [ a ，6] 有定义.对 [ a ，6] 作任意的分法 

A : a = x 0 < x x < ••* < x n = b. 

如果 

n 

supY 1/(^) -/(^_, ) I < + oo ， (17) 

A iT[ 

那么称 / 在 [ a ，6] 是有界变差的，记为 /e BV [ a ，6] ; 称 （17) 中的上确界为 / 在 
[ aM 的全变差，记为 f (/)， 即 


例 


V ⑺= sup [ |/(^) -/(〜）I. 
« A 1 T \ 

若/(幻在 [a，6] 单调，则/在 [a，6] 有界变差. 


这是因为，当/在[〜6]单调，有 




X (/(^) K )) = \f(b) - /( 
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从定义 5. 3容易看出，有变差函数必然是有 界的； 两个有界变差函数的和、 
差与积仍然是有界变差函数. 

定理 5.4 若/是定义在 [ a ，6] 的实值函数，则对任意的 a < c <6, 有 

V(/ ) = V(/ ) + V(/ ). 

a a c 

证明对 [ a ，纟]的任意分法 a = a :。<〜 < … < \ =6,如果 c 是分点，则 

X l/(\) -/( X i-1) I = X 1/( 夂 ）I + X - I 

i = 1 a c 

(/ ) + V (/ ). 

a c 

如果 C 不是分点，把 C 插人去，设％ <C <乂 + 1 ，由于 


/(^ + x ) -/(^) I ^ l /( h . 


- /( c ) I + l /( c ) ~ fi x k ) I » 


则相应的和不超过插人分点 c 的和，从而知 

V(/ ) ^ V(/ ) + V(/ ). 

a a c 

另外，对任意£ >0,由上确界的定义知存在分法 

a = x 0 < < -- < x h - c < x k+l < ••• < x n = b ， 


(18) 


使得 


X 1/(') -/( 〜 -i ) 丨 > V(/) - 


\f( x i) ) \ > V(/ ) _ 专， 


这表明存在 [ a ,6] 的分法，使得 


X i/^i) I = X -/ (戈 i~i) I + X -/(^i-i) 

i - 1 e = I i - A + l 


彡 V(/ ) + Us ， 


从而 


V (/ ) ^ V (/ ) + V (/ ) 


由 S >0 的任意性，得 


V(/ ) ^ Y(/) + V (/)， 


(19) 


综合 （18) 和 （19), 便得到定理 5.4 的结果 .口 

定理 5. S ( Jordan 分解定理） /( 幻在 [ a ，6] 有界变差的充分必要条件是 
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/( 幻可以分解为两个单调上升函数之差，即存在 g (幻与 AU )， 它们在 [ a ，6] 单 
调上升，满足 

/( x ) = g ( x ) - h ( x ) ， x B [ a , b ]). 

证明 充分性.这是因为 

V( / ) ^ V (莒）+ V(^) ^ I g ( b ) - g ( a ) I + I h ( b ) - h ( a ) \ . 

a a a 

必要性.令 

g(x) = V( / ), 

a 

显然它在 [ a ，6] 单调上升.记 

h ( x ) = V (/ ) -/ (幻， 

a 

则 

f ( x ) = V (/ ) - h ( x ) = g ( x ) - h ( x ). 

a 

因此只要证明 W 幻在[«，刈单调上升 便可. 事实上，对于任意的 u ，〃 E [ a ,6], 
根据定理5.4，当14< 〃时，有 

h ( v ) - h ( u ) = ( V(/ ) -/(^) ) - ( V(/ ) - f ( u ) j 

= V (/ ) - ( f ( v ) ^ 0. 


定理 5. 5 得证 .口 

推论若 /£ 5 八 0 ,6) ，则 /' 在 [ 心 6] 几乎处处存在，且 /'£ L(a ， b). 

证明从定理 5_5 与定理 5.2 立即推出 •口 

§5.2 绝对连续性与 Newton - Leibniz 公式 

在本章引言中，我们曾提 出:若 /e L(a ? b),F f (x) =f(x),a. e. x E[a ， b ]， 
且 F ( 幻在 [a ， 6] 连续，是否有 

U) f b /(x)dx = F(b) -F(a) (20) 

J a 

成立（符号有一点不同）？下面的例子表明，它的回答是否定的 . 

例 2 Cantor 函数 S(x) 

回忆 Cantor 三分集的构造 . 它是从 [0 ， 1] 逐次去掉下列开区间得 到的： 
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这样 0 { x ) 在 C 。 = |J 有了定义，是递增函数 • 在 C = [0，1]\ G 。上，定义 

i = i 

@( x ) - sup ®( 0 , (21) 

% <x 

0(0) = 0 , @( 1)=1 ( 22 ) 

(图 5. 1). 我们证明，这样定义的0(%)在[0，1]是递增的连续函数•由 &{x) 
在 G 递增以及 （21) 和（22)，便知0(%)在[0，1]递增•再注意到0(%)在 G 。 的 
值域为 

:奂 k = 1 ， 2，.••，' n = 1,2,-} U (0( U U1 , 

12 J 

它在 [0，1] 稠密，因此 6> U ) 在 [0，1] 连续（因为单调函数只能有第一类间断 
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图 5.1 

点）. 

注意到0(%)在 Q 的每一个开区间内取常数值，便知 在^有 0 f ( x ) =0. 
mm ( C ) = m ([0, l ]\ G 0 ) =0,因此 

& r ( x ) =0， a . e . x G [0 , 1 ] , 

从而 

o = f e f (x)dx < @(i) - @(o) = i. 

J o 

这说明， （20) 是可能不成立的. 

如果令 

A (») = y (@( x ) + x ) , 

则 A ( x ) 在[0，1]严格递增且连续，且 = y , a . e . ^ E [0，1]， 

而 

[ 入’(太)(1怎=< A ( 1 ) - A (0) = 1. 

J o 2 

这说明，即使要求 / 在 [«，6] 严格递增， （20) 也是可能不成立的. 

下面我们给出使 (20) 成立的 条件. 

定义 5. 4 设/(%)是在 U ，6] 定义的函数.如果对任意的 e >0, 存在5>0, 
只要 （ U ;) C [ a ，6] ，/ = 1，2,…， n ，（ U ;) PI (〜， y ;) = 0 ( V ，且 

n 

乙 （: Ki - 气） < 5， 

i-i 

便有 

X \f(y^ - /(、）I < 右， 

i = l 

那么，称 /( 幻在 [ a ，6] 绝对连续 ，记为 /e AG [ o ,6]. 

下面是绝对连续函数的简单性质. 
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1°若/(幻在 [ a，6] 绝对连续，则 c, /( 幻+ c 2 gU ) 在 [ a，6] 绝对 
连续. 

2°若 / U) 在[«，6]绝对连续，则 /( 幻在 [a，6] —致连续. 

1°、2°的证明都是显然的，请读者写出来. 

2°的逆命题是不成立的，其反例就是前面的 S(x). 

下面我们来证明 6 K %) 在[0，1]不是绝对连续的.由于 m ( C ) =0,对任意的 
S >0，存在开区间/ 4 ，灸=1，2,…， U 々〕 c ，而£丨忍丨 < 5 _注意到 C 是闭集， 

k ~l k 

根据有限覆盖定理，存在有限个 A (不妨设是 A A ，•••，々），使得0 A 3C. 这时 

Jt-t 

把中相交非空的区间合并起来，则 A 必然是有限个互不相交的开区间的 

k-t 

I 

并，记为 （U ; )，i = 1，2,…，〖，满足 Z (: Ki - 而 

X 1/(^) -f( x i) I = i* 

i = l 

故 6K 幻在 [0，1] 不是绝对连续的. 

3°若 /( 幻在[«彳]绝对连续，则 yu) 在 u，6] 有界变差. 

n 

证明取€ = 1.这时存在3>0，只要（^ ; )(2[«,6]，互不相交，；£(：^- 

i=l 

Xi ) < 8，有 

n 

X 1/(^) I < 1* 

i = 1 

把 [a，6]n 等分，使得 ^ <S， 则其分点 Ci = a + 满足 Ci - CiM < S(i = l 9 

n n 

2,…， n) ，因此 

V (/) ^1, 

c i~l 

从而 

vc /) = x V (/) ^ 

a i - 1 c 卜 i 

这就证明了 /E BV ( a , b ). □ 

由此根据定理 5. 5 的推论，若 /U) 在 [a，6] 绝对连续，则 /' (幻在 [ a ，6] 几 
乎处处存在，且/¥ L ( a ， b ). 

4° 若/£ 1(^，6)，则尸(％)= j"/(t)cU 在 [a，6] 绝对连续. 

证明 由定理 4. 11知，对任意 s >0,存在 S >0,只要 eC |>，6] ，m(e) < 
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S ， 有 


I \f(x) | d^c < e. 

e 


n 

因此，只要 （\， h ) C [、6]，互不相交，1(1 -^) < d , 就有 

i = 1 

U (\，7 i )) < 各， 

\ * = 1 ’ 

从而 


X I 尸⑹ 

i = l 


- F (〜） I = Z < X f 1 / ⑴ I df 

i = l J i = l J 


= J \f(x) \dx < s y 
U 

i = \ 

故 F 在 [ a ，6] 绝对连续. 

由此可见，我们为什么称定理 4. 11 是 Lebesgue 积分的绝对连续性. 

例 3 若 /( 幻在满足利普希茨 （ Lipschitz ) 条件 :存在 M >0, 使得 
1/(^) -fir) I ^ M \ x - y \ ( Vx，y e [a ， 6 ]) ， 

则 /( 幻在 [ a ，6] 绝对连续. 

证明是显然的，留给读者作为练习. 

定理 S . 6 若 /( 幻在 [ a , 6] 绝对连续，且厂（％) =0, a . e . x 则 

/( 幻在 [ a ，6] 为常数函数. 

证明 用反证法.如果不然，设存在 c E [a,b] ，使得 /(a) //(c). 作点集 

E - \x\x €： (a,c) J r (x) =01 ， 

则对任意 X e A 由 /' (幻=0,知对任意 r >0, 只要/ I 充分小，且 [、％+/ t ] C ( a ， 
c ) ，就有 

\f(x + h) -f{x) I < rh. 

全体这样的[% 3 +纠构成了 £ 的一个 Vhali 覆盖.根据 Vitdi 定理 5.1， 对任意 

6 >0,存在互不相交的区间组 

+ h,]- y [x ny x n + /ij C [a,c], 

使得 

m |e\ |J [x if x i + /ij j - m I [a,c)\ (J [x i7 x t + /ij j < 8. (23) 

i = 1 暴 * = 1 

不妨设这些区间是从左到右排列的 ， SP 

a - x 0 < x Y < x { + h 1 < x 2 < x 2 + h 2 < … < x n h n < x n+l - c. 

记 \=0, 并选 & 满足 0<〜<||/( C ) -f(a) 由 / 的绝对连续性，存在 & > 
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0,使得只要 （ H ) c ( a ， c ) 互不相交，<5。，就有 

；=1 

n 

X 1/(^) I < 

i = i 

取 （23) 中的 S 为 S 。， 由 （23) 知 


X ( 怎 “1 - （' + 九 i)) < ， 


i = 0 


因此 


2 ^o < I /( c ) - f ( a ) 




+ h t ) I + ^ 1/(^； + h t ) - /(〜） 


< s 0 + ^ 


疔 o 


O - o ), 


选 r >0 满足<&，便有 2 心 <2〜，不可能，故/(幻在[ < 1，6]恒等于/( 0 )， 
即 /( 幻为常数. □ 

定理 5.7( 微积分基本定理或 Newton - Leibniz 公式）若 /e L ( a ,6), 
F r ( x ) = f ( x ) , a . e . % e [ a ，6] ，且 F (>) 在 [ a ，6] 绝对连续，则 

( L ) Cf ( x)dx = F ( b ) - F ( a ). 


证明 已知 F ( x) f /( 0 山在[( 1 , 6 ]绝对连续，且 


( F (戈） /( f ) dt ) =0， a . e . x G [ a ，6]. 


因此 


F ( x ) - I f ( t)dt = c , V x G [ a ,6]. 

J a 

令，得 c = F ( a )， 代到上式得 


F(a) = F(x) - J f(t) dL 

令尤 = 6 ，得 

F(b) - F(a) = 

J a 

便是所要证的结果 .口 

Cantor 函数 0(%) 表明，定理中绝对连续的条件是不能少的. 

本章的习题9表明，为了使 Newton - Leibniz 公式 （20) 成立， FQ ) 绝对连续在 
某种意义下的确是必要的. 

作为定理 5. 7的一个应用，我们叙述 Lebesgue 积分的分部积 分法. 
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定理 5. 8( 分部积分法）设 /， g 在 [ a ， fe ] 绝对连续，则 

[ f ( x ) g , ( x)dx = f ( x ) g ( x ) I b a - [ / , ( x ) g ( x ) dx . 

J a J a 

证明容易证明允在 [«， 6] 绝对连续，且 

( f ( x ) g ( x ) ) ; - f f { x ) g { x ) + f ( x ) g , ( x ) , a . e , a : ^ [ a , b ] 

( fg) f ^ L ( a ， b )， f.ge L ( a , b ), fg f G L ( a ,6). 

因此 

f ) r dx = f ( x ) g ( x ) I b a 


- \ f ， ( x ) g ( x)dx + f f ( x ) g r ( x ) dx , 

J a J a 

移项便得所要求的结果 .口 

可以类似地建立 Lebesgue 积分的换元法则，我们在这就不赘述了. 


第五章习瓸 


1. (1)( 广义积分中值定理）若/在 [«，6] FUemann 可积，则存在7； : m 矣 tj 矣财，其中 m = 
inf f ( x ) ,M = sup /(%)， 使得 

a^x< 6 a^xKb 

r b 

I f(x)dx = 7/(6 - a )； 

J a 

(2) 若 / 在 [ a ，6] Riemann 可积， / 在; i :。 连续，记 F (： v ) = f /( 0出，则4在可导，且 

J <1 

尸’(尤 0) =/(%). 

2. 设 U n l C [«，6]，试作 [ a ，6] 上的递增函数，其不连续点恰为卜„1. 

00 

3_ ( Fubini ) 设= 1,2,…）是 [ a ,6] 上的单调上升函数，级数 ; £/ A ( 幻在 U ，6] 

k =： 1 

收敛，试证明 

( » a - e - ^ e 0,6]. 

4. 试在[0，1]上作一个严格单调上升的函数 / U )， 使得 

f r ( x ) =： 0, a . e . x G [0,1], 

5. 设 / 和发是区间 U ，6] 上的有界变差函数，证明《/ +你（《，卢是实常数）和 /• &是有界 
变差函数.又若还有 I # (幻 | 為讯 >0,证明 // g 也是有界变差函数. 

6- (1) 证明： 对于任意常数 a >0,在[0, + 00 ) 的任意有限子区间 上，/ 是绝对连续 
函数； 

(2) 设 /( 幻 n a sin —(0 < x ^ l ) ，/ (0) =0,证明 a > l 时/在 [ 0，1 ] 是绝对连续函数. 

X 

7. (1) 设/是区间 [0,1] 上的函数，存在递减且趋于0的数列 u t 丨，使得，/在 [ aAM ， aA ] 
(A = l ，2, …，％ =1) 上是单调的.证明/在[0，1]是有界变差的充分必要条 件是： 
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X \f( a k) ~f( a k-i) I < 00 ； 

it = 1 

(2) 设 / U ) = x a sin -^-(0 < x ^ l ),/(0) = 0,证明 0 < « 矣沒时 / 在 [0，1] 不是有界变 
差的. 

8. 证明区间 U ，6] 上的函数/是有界变差的充分必要条件是，存在 [ a ，6] 上的增函数史， 

当 a 备 ； t 矣乂矣 6 时，有 |/( 太） -f(x r ) | ^ | 炉 （幻 - <p(x r ) | . 

9- (1) 证明： [ a ，6] 上的单调函数/是绝对连续的充分必要条件是 f / I (幻心 

J a 

= f(b) ~f(a )； 

(2) 若函数 / 在区间 [ a ，6] 上绝对连续且英 0 a _ e . ，试证它是增函数. 

10. 证明 K 间 [ a ，6] 上的函数/绝对连续的充分必要条件是，对任意 c >0,存在5 >0,使 

得对于 u ，6] 内的任意可数个互不相交的区间 （〜， M (A = 1，2,…），只要有 -〜） < 

it = 1 

5就有 

00 

X 1/(\) -/(«*) I < ^ 

k = \ 

11. 证明区间 [ a ，6] 上的实值函数/是绝对连续的充分必要条件是，若£；。是[^6]的零 
测子集，则/(£：。）也是零测集. 

12. 证明下列函数是绝对连 续的： 

(1) 闭区间上处处可微且导数有界的 函数； 

(2) 在闭区间上满足 Lipschitz 条件的函数（即这样的函数/:存在常数财>0,使得 tVG 
[ a ,6] 时有 

\f(x) -f(x f ) I ^ M \ X - x r \ )； 

(3) 凸函数（即满足下列条件的函数/:\^，/£[、6]以及使得《+沒=：1的《>0，芦> 

0有 

f(ax + px f ) ^ af(x) + pf(x’））. 

13. 证明[0，1]上的实值函数/满足 Lipschitz 条件的充分必要条件是，存在有界可测函 
数供使得对任意的％ e [ o ， i ] 有 

f(x) - /(0) + [ <p(t)dt. 

Jo 

14. 设/在区间 [ a ,6] 上满足 LipschiU 条件， g 有界变差，则复合函数/。$有界 变差； 又若 
/同上， g 绝对连续，则 / og 绝对连续.试证明之. 

15. 证明： 可微函数/的导数尸如果是有界变差的，则 /' 一定处处连续. 

b 

16. 设 Ut 是 U ,6] 上的有界变差函数列，并且 V (/ t ) ^ M(k = 1，2,…），又当 A：—oo 

a 

b 

时 UI 逐点收敛于/，试证在区间 [ a ，6] 上/有界变差，并且 V (/ ) 矣 M . 

a 

17. 设/在[«，6]上绝对连续，试证 
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古典微积分与现代实分析的区别之一在于，前者研究函数，着重于单个函数 
本身的性质，而后者则更进一步，把由一些函数组成的集合看成空间，把函数看 
作这些“空间”中的一个元素（或一个点），研究这些空间的“结构”，把微分与积 
分等运算看成点到点之间的映射（算子）.由函数可积性定义的这种空间就是其 
中最基本与最重要的空间之一. 

这种“空间”的思想，要追溯到19世纪末到20世纪初.希尔伯特 （ Hilbert ) 

为了求解积分方程，把它化为解无穷线性方程组，并用有限线性方程组的解去逼 

00 

近无穷的情形，从而研究了具有性质 x 1 12 < + ^的数列 u 」 r =1 .后来施密 

i 二 1 

特 ( Schmidt 〉 与弗雷歇 （ Fr 6 chet ) 将 Hilbert 的理论与 n 维欧氏空间相比较，把 n 推 

广到无穷.考虑无穷维的向量空间，称 x ，•_ W ， …） 为这个空间中的点，而 

00 00 

对于两个满足 I ^ I 2 <+ 00 I I 2 <+ oo 的点，定义它们的距离为 

i=l i =1 

« JL 

p { x , y ) = ( Z 1 七 -h 丨 2 ) 2 ， ⑴ 

\ i = i 1 

这便产生了现在称之为 f 空间的概念，其中距离是这种空间的一种“结构”. 
Schmidt 还引入了范数的符号 

» 丄 

M II = ( X 1 ^ 12 ) 2 » (2) 

从而得到 

p ( x , y ) = \\x - y \\. (3) 

1907年， F . Riesz 与 Fr ^ chet 同时用连续量代替离散量，把 Z 2 中的点改为[0，1]中 
的函数/(0,原来加在序列上的条件自然变成了 

Jo I f ( t ) I 2 dt < + 00 ， (4) 

而得到了所谓的 P 空间.这是一个与欧氏空间十分相似的空间_后来人们又进 
一步推广这一思想考虑在 [ a , 6] 使 1/(0 l p Lebesgue 可积的函数 /( t ) ，即 /( 0 

满足 

( I /⑴ l P dt <+ 00 , (5) 
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从而引出 " 空间（在本书中，我们总是假定 p > l ) .到 1922—1923 年，哈恩 
( Hahn ) ，巴拿赫 （ Banach ) ，维纳 （ Wiener ) 等独立地引入了一般的线性赋范空间. 
LP 空间之所以基本而重要，原因之一是它们是完备的，这正体现了本书绪论所 
说的数学史上第二次完备化的结果 . P 空间的引入，可以说是 Lebesgue 积分对 
20世纪以来近代数学的最重要的贡献 之一. 这些空间本身以及在这基础上发展 
出来的各种空间，如索伯列夫 （ Sobolev ) 空间，哈代 （Hardy ) 空间， BM 0 空间（有 
界平均振动空间）等等，已成了近代数学众多分支研究问题的最基本的框架.为 
了纪念 Lebesgue 的重要贡献，人们把最初用可积性定义的这些函数空间称为 
Lebesgue 空间，记为//，其中的 L 就是 Lebesgue 的第一个字母. 

本章是在前面 Lebesgue 测度与积分理论的基础上，对空间作一个简单介 
绍，以使读者初步体会 Lebesgue 积分的 意义. 关于 L p 空间更加丰富的内容，读者 
可从别的课程或专著中学习到. 

§ 6. 1 i / 空间 

设五是 R n 的可测子集， m (瓦） >0， p 是大于等于1的实数•对于在£上可测 
且满足前面类似于 （5) 式的函数/(幻： 

J £ i fix) \ p dx <+ oo , 

我们引入下面的 定义. 

定义6_ 1全体在£可测且满足 

II / II p = ( 1 I f(x) I P < + °° 

的 /( 幻，组成函数空间 L P ( E ) ，或简记为 L p ， 其中1矣 P < oo .称||/|| p 为/在 F 
的 范数. 

由此定义可见，函数空间就是在五上 p 次幂可积的可测函 数类. 我们 
首先证明 C 是一个线性空间. 

定理 6.1 若 f， g e C (幻，则对任意实数《，沒， 

a / + 伽 e L P ( E ). 

证明 由 

I ocf(x) I = I a ||/( A：) I , 

丨 /( 怎） +g(x) \ p ^ 2 P (\f(x) 1/ +1 g( x ) \ p ) 

便可推出 .口 

例 1 若 m (芯）< +00，则有界可测函数属于 Z /(£). 

例2 "(0,1)，其中 pa < i . 
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4 e rU ， + 00 )， 其中矽 > 1. 

x 

e L P (R ) 2 e L P (R). 

\ + X 

下面我们来研究一下 C 的范数 II / II ,. 范数的概念来源于 R rt 中向量的长 
度.设 a ： =(〜，％ 2 ，…， xj e ，记 



这就是向量的长度，或称为％的范数. 

R n 中的两个向量（或两个点）：太= ( 〜，％ 2 ， …，％ J ，少= ( y ,， y 2 ，… ，: )0 ，可以 
用范数来描述它们的距离 d ( x , y )： 

d { x , y ) = || x - 3? || = ( 全 I a 一 2 )了. 

i = 1 

II X || 作为线性空间 R rt 的范数，它具有下列三个最基本的 性质： 

1° (非负性） 11^ II英0,且 ||jc || =0的充要条件是 jc =0( 零向 量）； 

2° (正齐性） VA e R,x E R n ， 有 || Ax || = IAI || x || ； 

3° (三角不等式） \/ x,y G R "， 有 

11^+3^11 ^ II ^11 + II J II • 

对本章引言中提到的 Z 2 , 由 （2) 定义的范数显然也满足这三条性质. 

对一般的线性空间，人们对其元素引人范数，通常都要求它满足与上述三条 
相应的性质，因此人们称这三条为“范数”公理.下面我们来看看， Z / 空间的范数 
是否具有这样的性质. 

1°显然 ll/ll P >0 .但由第四章定理 4. 3,知 II/H p =0的充分必要条件是 
f(x) =0, a . e . ^ G & 这说明，要使的范数满足范数公理1°，必须把任意一个 
在瓦上几乎处处等于0的函数，都看作线性空间 C 的零元素.因此，我们需要改 
变一个观念，即把所有在 E 上几乎处处等于 0( 即对等于 0) 的函数，看成//的同 
一个零元素.由于在线性空间中，= 0相当于 / = g ，因此我们也必须把其差 
几乎处处为0的两个函数，即把两个几乎处处相等的函数，看成 Z / 5 的同一个元 
素•换句话说，我们把与/在 E 对等的全体函数放在一起，组成了一个等价类，它 
们在 V 中代表同一个元素.在计算或者讨论时，可以从其中任意取出一个代表 
/，而不会影响讨论与计算的结果.因此，我们约定，以后说 /e V ，意指/是所有 
与它对等的函数组成的等价类中的一个代表. 

2° C 中的范数 ll/ll p 的正齐性也是显然的. 

为了证明 ll/ll p 满足三角不等式，我们需要下面的引理和定理. 

引理 6_1 若 a，6,ot， 谷 >0,«+卢=1，则 
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a a l /在 aa + /3b ， ( 6 ) 

其中等式成立当且仅当 a 

证明不妨设用微分中值定理易见 

% ^ 1 ,0 <5 <1)， 

并且等式只有在 ％ =1 时成立 . 令％ = f ，有 



且等号只有在 a = 6时成立.通分移项，得 

ab l ~ s 矣6 + s(a - b ) =： 5 a + ( 1 - 5)6, 

令 a = 则1 - s =/3,便得 

a a h ^ ^ aa + pb , 

且等号成立当且仅当《=6_口 

定理仏2(赫尔德 （ Hinder ) 不等式）若;^ > 1 , 〆 > 1，丄+ ' = 1 ，/ e Z /( E ) ， 

P P 

g ^ 广（幻， 则 

丄丄 

j E ^ f ( x ) g ( x ) I dx ^ (1 I f ( x ) l p ck ) P ( J ^ I g ( x ) Ktk ” ， 

其中等号成立当且仅当 l / l P 与相差一个常数因子. 

定理的结论可以写成 

\\ fg \\, ^ imui 客 II 广 (7) 

满足 = i 的数 p 与 〆 ，称为共轭数或者共轭指标. 
p p 

证明显然，当 ll/ll p =0 或 II g II =0时， /( 幻 gU ) =0, a . e . X G E ，（7) 
成立. 

当 ll / IU >0, || g || />0时，在引理 6.1 的 （6) 式中取 

n — I f ( x ) \ P h __ I g ( x ) I p， 

11/II ； IUII;, 

« 二丄，召 =A ■’ 贝 ! I 
P P 

I f(x)g(x) I < i i f(x) r + l I g{x) I p, 

ii/II , ij/ir 7 TViiT ’ 

在等式两边取积分，便得 \\ fg \\^ WfW P \\ g \\ P ^ □ 

Holder 不等式的—个重要特例是 Schwarz 不等式，即 p =〆 = 2的 情形： 

X X 

j E \ f ( x ) g ( x ) I (上 I /| 2 心广(上 I gl 2 ( k) T 





或 


\\fg\\ 1 ^ ll/ll 2 IU It 2 . 

例 3 若 m(E) < +oo f l^ Pl <p 2f m^ 2 (E)CL Pi (E). 

证明设 /E L P2 (E )， 取 /* = 匕 >1 ，，为 r 的共轭指标 . 用 H6lder 不等式 

Pi 

J I f(x) I p| dx = J ( I f(x) I Pl • 1 ) dx 

丄丄 


从而 

或 



(▲/ £ i /w ! (丄 j ; I /u ) ^广， 

于是 z ^ C ^ Ocz ^ a ). □ 

这个例子特别说明，当 m (£) < + m 时， C ( E ) 中的函数都是 L 可积的.读 
者可以自己举例说明 ， m ( E ) =oo 时不是这样. 


定理 6. 3( 闵可夫斯基 （ Minkowski ) 不等式） 若 f，g E //( 五），则 

\\f^g\\ P ^ 11/11, + II 客 11,(1 矣 P 矣 ~ ) (8) 

证明当/> = 1时，在不等式 1/( 幻 + g (^) l ^ l /( x)l + IgU ) 丨两边积分，便 
得 （8) .当 1 <p < + 00时， 

j E 1 f(^) + g(x) I p dx = I /( 文 ） + g(x) ||/O) + g(x) I p ~ l dx 

^ j E I f(x) ||/(^) + g(x) I p ' l dx + I g(x) \\f(x) + g(x) I ^ l d^. 

对 P 与它的共轭指标 〆 =+ 用 Holder 不等式于右边两个积分，得 

p - 1 

j £ 1 f( x ) 11/(^) + g( x ) I P_1 d^ ^ ||/|| J|/+ g || 广， 

I 1 Six) \\f(x) + g(x) I p ' l dx ^ \\ g\\ p ||/+ g II P p ~ l , 

代回去有 

ii /+^ ii ^ ( ii / ii , + II 贫 iu ) u ^ g \\ r 1 . 

当 II /+ 客 ll P #0 时，便得 （8). 当 ||/+g || p = 0时， （8) 式显然成立.定理证 
完 .口 
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Minkowski 不等式表明，范数||/|| p 满足范数公理 3°. 这样，我们便验证了 
11/11,满足范数公理的1° ~3°，也就是说， ll/ll p 的确是一个范数.加上 L p 中的 
元素对线性运算封闭（定理 6. 1)，我们可以说，是一个线性赋范空间. 

类似于 R " 以及前面的 （3) ，我们用 

p(f,g) = \\f ~ g\\ P 

来定义 C 中两个元素 /，g ^ C 之间的距离.由厂范数的性质，容易知道，这样 
定义的距离 P (/， g ) 满足一般距离所必须满足的三条性质（“距离公理 ”）： 

1° (非负性） p(f,g) >0,且 〆 /，客 ） =0当且仅当 / O ) =g(x) , a . e . X e 

l 即 / 〜 根据前面的约定，这时 / 与 g 在 S 的同一个等价类之内，即 / 与客代 
表 Z / 中的同一个元素； 

2° (对称性） p (/, g ) -p(gj ) ; 

3° (三角不等式） p(f,g) ^p(f,h) + 〆 尽），这是因为，用 Minkowski 

不等式，有 

p(f^g) = \\f ~ g \\ P = \\f-h^h-g\\ p 

^ \\f ~ h \\ P -^ \\ h ^ g \\ P = 〆/，"）+ p(h,g). 

类似于，有了距离便可以定义极限了. 

定义 6. 2设 / A e L p (E)，k = l ， 2，，“，fe L p (E) J \^p< + « •若 

Jim〆 入， /) = lim \\ f k - / || p =0， 

则称 A 依 f (幻意义收敛于/，或称 A 在 L P ( E ) 中收敛于/，记为 

lim/, =f(L p (E)) 

k — * CD 

或 f k ^f(L p (E)). 

显然 ，人在 L p ( E ) 中收敛于/，等价于 

I f h ( x ) ~f(^) I P dx 0 (k — oo )• 

回忆在数学分析中讲傅里叶 （ Fourier ) 级数时，曾经引人过一种平均 收敛： 
若/是以 2 tc 为周期的函数，在 [- TT ，7 r ] 平方可积，(幻是它的 Fourier 级数的 n 
阶部分和，则 

lim f \ f(x) ~ S n (x) \ 2 dx =0. 

oc J -7C 

当时把这种收敛叫做（平方）平均收敛.现在用我们的术语就是，在 L 2 [-7 C ，7 C ] 
收敛到/(%).可见在收敛也是一种平均收敛，不过是用 P 次幂代替了平方 
幂罢了的这种收敛，反映的也是函数的全局性质.与 §3.2 所述的各种收敛 
相比较，在 W £：) < +的时，若在五一致收敛到/，则 A 必在 P (£) 中收敛到 
/( 请读者把证明写出来）.此外，还有 
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定理 6. 4 若/, 在/ /(£；) 中收敛到/，则 
(0 人在£:中依测度收敛到/; 

( ii ) 存在子列/；„在5中几乎处处收敛到/ 

证明 （0 对任意0*>0,记 

K = Wfk(^) -/O) \ ^ <r .. 

用 Chebyshev 不等式 

f I f k ( x ) ~ f ( x ) \ P dx ^ [ I f k ( x ) - f ( x ) I p dx ^ o^mEy 

令 k 一，得 mE ^ Q , 这就是所要证 明的. 

( ii ) 由 （ i ) 与 Riesz 定理 3_ 12 即得 .口 

我们知道，在实数系 R 中，一个数列极限存在的充分必要条件是它是 
Cauchy 列.在下面我们会看到， Z / 也具有这个性质. 

定义 6. 3 设人 GL p (£：)，A = l ，2 r "， l ^ p < +«>， 称人是 C (£) 的 Cauchy 
列（或称基本列），如果 Ve >0, 3#，当 n ， m >7 V 时，有 

p(fnJJ = II fn ~fm\\ P < 

这是实数 Cauchy 列或 R n 中 Cauchy 列到//的推广. 

显然，若人在 F (幻收敛到/，则/ 4 是^/(幻中的 Cauchy 列，这是因为， Ve > 
0,彐'当？ i > iV 时，有 

\\f n -/II, < y, 

从而当 n，m > N ，有 

\\f n -L 11^ Wfn "/II P + \\f~f m II, <f + f=^ 

下面的定理说明，上述结果的逆也是正确的. 

定理 6. 5若是 F (五 ）（ l ^ p<w ) 的 Cauchy 列，则存在 /e 1/( 幻 ，使 

得人在^/ (幻中 收敛于/_ 

证明设1人丨是/ /( E ) 的 Cauchy 列，则存在八，使得 

11 九 - 八 IU < 2~ 1 (Vm > k,). 

归纳地，便知存在 < ，使得 

II 人-人 IU < 2- tt ( Vm > k n ). 

考虑级数 

00 

g ( x ) = Z 1 八幻-人⑷ 1 ， 

n = 1 

它在£可测，满足 

00 00 

II ^ II Z 11 人 +1 - f K II P < I X 7 = l , 

/I = 1 = 1 ^ 

因此 〆 幻是在£几乎处处有限的函数.由级数的绝对收敛的判别法，知级数 
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oo 


八 U ) + SO ) 乂⑴） （9) 

n = I 

在 E 中几乎处处收敛（参见第四章 §4. 3中的例7,那里讲述的实际上是 p = 1 
的特殊情形），其和函数是 C 中的一个函数/(幻，并且级数 （9) 的部分和/~也几 
乎处处收敛到 /( 幻.由 （9) 知 


因此 



00 

\\f - fk n \\ P ^ X II 八 +1 -八 



故人在 " 收敛到/_已知人是 F 中的 Cauchy 列，它又有一个子序 列人在 Z / 中 
收敛到/，于是容易证明 A 在 C 中收敛到/ □ 


定理 6.5 表明， F 中的任一 Cauchy 列都在中有极限存在，或者说， F 对 


极限运算封闭.对比实数系完备性的定义，我们把上述性质称为 F 空间是完备 
的.由于 C 是用 Lebesgue 积分定义的，可见， F 的完备性正是数学史上第二次 
完备化导致的直接结果.如果把 Lebesgue 积分改为 Riemann 积分，类似地可以 
引入 W ( a 3 b ) (由1/1的/>次幂 Riemann 可积函数/组成的函数空间）.但是这个 
K ( a ，6) 就不是完备的.也就是说，在 R p ( a ,6) 中存在 Cauchy 列，它在 R p ( a ， b ) 
中没有极限.把绪论里面的例子稍作修改，便可说明这一点. 

例4记（0，1)中的全体有理数为 f 2 ,…， Q ，… • 对每一 fc ， 取（0，1)内的 


开区间 /,，使得 Q e /* 且 I/J <1/2* + 1 • 记 ^ = U/*，U = l ， 2 ，一）， i：= U/ A , 

k=l k=l 

E 0 = [0，1] \£ •由 m ( E ) <y , 知 m (£。）>0. 令人 （幻 (幻 J ( x ) =;^(幻 ， 其 
中 hU) 是 £： 的特征函数. 

不难证明在[0，1]各点 lim 乂（％) =/(%).注意 / n E R P (0，1) ，且当 m > n 


时，有 


f m ( X ) = XE m \ E n ( X ^ 


饥 （ E m \E n ) = ^( u ^ X 1 ^ 1 ^ E ^ 


0 (n 


因此 


(尺) j o I f n ( x ) ~ f m ( x ) I 


0 ( 


即又是 RP (0，1) 的 Cauchy 列•由 Riemann 积分与 Lebesgue 积分的关系，它也是 
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Z /(0，1) 的 Cauchy 列•根据定理 6. 5 ，存在 g e F (0 ，1 ) ，使 得人在 1/ (0 ，1 ) 中收 
敛到 €， 即 


⑴ r I f n ( X ) - g ( X ) 丨 — 0 ( 当 


下面我们来证明，任何这样的#都不可能在[0，1]是 Riemann 可积的. 

根据定理6.4,存在子序列人在[0，1]几乎处处收敛到 g ， 从而/(幻 = g ( x ), 
a . e . % e [0， l ]35 SC [0， l ]， m ( S ) =0,使得 

f(x) = g(x),x e [0,1]\ S , 

则肌(£。\幻 >0 .我们来证明 4( 幻在 £ Q \ S 每一点都不连续.事实上，设％ e E 0 \ S ， 
则 V 、取充分大的 k ， 使得 


由于 m ( S ) = O ，&\ S /0， 因此可取\ \ S ，从而 


I 


乂 I +1V < 


2 n ， 


于是 注意气 e l K , x n 0 s ， 有 g ( x n ) -/(xj = 1，而 ％ e £： 0 \ S ，故 

尽 O 。）=/(%) = o •可见 i # g (%)， 故尽(幻在〜不连续.这说明 A \ S 的 
每一个点都是 gU ) 的不连续点，而 m ( E 0 \ S ) >0. 根据第四章的定理 4. 18,知 
g (幻在[0，1]不是 Riemann 可积的.这就证明了 (0 ，1 ) 是不完备的. 


§6.2 L 2 空间 


在" 的系列空间中，/>=2占有很重要的位置，因为这时的 A 2 , 不仅是线性 
赋范空间，还是个内积空间，与欧氏空间 IT 更加相似. 

回忆在 R 71 中，我们可以定义两个向量 

X - (无"％ 2 ，."，欠„)与:V = (: ^ 山，…，30 

的内积 

n 

(x,y) = ^ 


这时，不仅可以考虑向量的长度 


〈 x ， x > 士 = ( 念 


x ; 


，II j II = (y,y) 


yi 1 


还可以定义两个向量之间的夹角，其余弦为 

⑽“ Tnrfr* 

II ^11 \\y II 

特别地，当=0时， or 与 jk 垂直，或称 X 与 y 正交.由此可以定义 R n 的标准 
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Lebesgue 


正交基，把平面或空间直角坐标系的概念推广到•在，我们可以建立类 
似的结构. 

下面仍是沿用上一节的记号.一般地 A 2 ( e ) 简记为I 2 . 

定义 6. 4对任意的 /e L\g E L 2 , 称 

f £ /0)g0)dx 

为 f 与 g 的内积，记作 〈/，g>. 

注意到 P =2时，它的共辄指标/ = 2,根据 Schwarz 不等式，有 

I (f ， g) I ^ ll/ll 2 II 尽 II 2 < + ~. 

因此，内积〈/，心是一个数.由 L 积分的性质，不难验证 〈/，g〉 具有下列的性质 
(内积公 理）： 

1° 〈 / ，尽 〉= (gj) ； 

2° 〈/，/>多0，且〈/，/〉=0当且仅当/~0; 

3° 对任意实数 a，〈a/，g> =a(f,g) ； 

4 。 〈/i +/ 2 ,乡〉=〈/"贫〉+〈/”客〉. 

根据上一节的结果，知 L 2 组成一个完备的（实）内积空间. 



定理 6.6( 内积的连续性）若 

lini/ A = /( I 2 ) , 

A—► » 


Jim II A -/|| 2 = 0, 

则对任意的 g E L 2 , 有 

\im(f k ,g) = (f,g), 

证明用 Schwarz 不等式 

1 (fk^g) - 〈 / ，客 〉 I = | 〈/* —/ ， 客 〉 1 矣 II/* —/II 2 II g II 2 ， 

便得到所需结果. □ 

定义 6. 5若 /，g e L 2 且〈/，《〉=0,则称/与 g 是正交的.若函 数系丨 C 
其中的任意两个函数都是正交的，则称 k a i 为 L 2 的正 交系; 若还有 \\< p a \\ 2 ^l 
对所有 a 成立，则称丨1为 L 2 的标准正 交系. 


若 C 的正 交系丨 〜丨中的每一个〜，有 II〜II 2 /0，则 7 —^ 的 L 2 范数为 

II <Pa II 2 

1 从而就化成了标准正交系了.乘上一个因子后使范数化成了 1，我 
I II ^ aWl ] 

们说把它“标准化”了.这就是标准这个词的来源，以后，在正交系中总假定 
其不含零元，即 || 〜 || 2 ^0. 

例5在 Z 2 (-7 T ，7 T ) 中，三角函数系 
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—__ - cos x ,- sin 欠， ••• ， - cos kx ,- sin Jcx ( 10 ) 

72 re v ^ t ~ ^/rv~ ^/ k ~ 

组成一个标准的正交系. 

在 IT 中，当~/ 2 ,…， I 是 n 个互相正交的单位向量时， IT 中任一向量 X 
均可惟一地表示为 


X = c i 石1 + C 2 C 2 + ... + C n € n , 

其中 q = 〈x，e A > 为 R n 的内积，称为 x 在基I = 1 中的第 A 个 坐标. 现在我们把 
这一事实推广到 L 2 . 

定义 6_6设丨化|〔 =1 是 L 2 的一组标准正交系， /e L 2 , 称 

c k = ( f ^ k ) 

为/相对于1^1的第*个坐标，或简称为坐标. 

设丨仏1!° =1 是 f 的一组标准正交系，对 任意仏 的有穷线性组合 

m 

I ^ k < Pk ( x ) ) 

k~\ 

它显然是 f 的一个元 /• 由丨仏丨是标准正交系，知〈/，仏〉二心，即 C A 必是它的坐 
标•如果这是个无穷和，结果怎么样？但什么叫 f 中的无穷和？仿照数学分析 
中的级数理论，我们有下面的定义. 

<30 

定义 6.7 设丨仏丨【 =1 是 L 2 的一组标准正交系， /G L 2 . 称级数 E a . 在 

k^l 

m 

L 2 收敛到/，如果部分和序列心（幻=；£ 在 L 2 中收敛到/，即 

k = 1 

m 

II S m( X ) "/I! 2 = II X -/II 2—0 (m— 00). 

h - 1 

这时记 


X W 2 ). (11) 

k = \ 

00 

定理 6. 7 设 1% G =1 是 L 2 的一组标准正交系，级数在 L 2 收敛到/，则 

A = 1 

<h :〈/>*〉， 

即〜必是/相对于 I A 丨的第&个坐标. 

证明对任意固定的 I 只要 m > fc ， 便有 

m 

〈X 〜％，仏〉= 

令 m —00 取极限，注意到内积的连续性，便得 

〈/，〜〉=〜. 口 

定理 6.7 表明，如果函数 /e L 2 可以如 （11) 那样，在 f 中表示成一个级 
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数，则级数的系数必是/的坐标.有些书称坐标为广义 Fourier 系数，而由/的广 
义 Fourier 系数组成的级数 

$ ，其中 G = ( f ,< p k ) , 

ft = 1 

称为/的广义 Fourier 级数.这样，定理 6. 7也可以说成，若/能在 L 2 展开成如 
(11) 式那样的级数，则该级数必是/的广义 Fourier 级数. 

R n 中的基由〃个向量组成，现在 L 2 的标准正交系可由无穷个元组成（例如 
在 L 2 (- tu ， tt ) 中 ，三 角函数系组成它的一组标准正交系，它由无穷个元组成，这时 
称 &( 是无穷维的）.这就产生了与不同的新问题. 

问题 1°什么时候级数 

00 

X a k < Pk ( x ) 

k = I 

表示 L 2 的一个元？即这个级数什么时候在 L 2 中收敛到一个函数/? 

问题 2°是否 L 2 中的每一个函数都有类似的级数表示？ 

下面我们来回答这两个 问题. 

定理 6.8( 贝塞尔 （ Bessel ) 不等式） 设{仏丨 。是 L 2 的标准正交系 ， /e L 2 , 
Ck = 〈/，< P A 〉 是/相应于丨 A f 的坐标 ，贝 ！ I 

C k \ 2 ^ ||/|| 

h = i 

证明 对任意的正整数 m ， 有 

m m 

A = 1 k 二 1 

m m 

=〈/，/> - 2 ^ C k ( f ,< p k ) + 朽〉 

fc = 1 /, A = 1 

=〈/，/〉 -2 免 C 2 k+ ± C \ 

k - \ A ： = 1 

: wfwi- i 丨 qi 2 ， 

k = l 

因此 

m 

X I Q 丨 2 在 ll/ll L 
A = 1 

令 * ，便得所要证的结果 .口 

这定理说明 ， /e L 2 的必要条件是它相对于任意 L 2 的标准正交系 i ^ i 的坐 

00 

标（广义 Fourier 系数） Q ， 必须满足£ I ^ J 2 < + ^ . 
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定理 6.9( 里斯-费舍尔 （ Riesz - Fisher )) 若丨^丨是 L 2 的标准正交系，实 

数列1^1满足 


^ I a J 2 < + 00 , 

k = 1 

00 

则级数在 L 2 中收敛到某个 /e L 2 , 且〜是/相对于丨 A i 的 坐标： 

it = 1 

a * = ( fy ( Pk ) ^ ~ 1 ， 2 ，.“. 

m 

证明令人（幻 =I a # 〆 ％) ， 我们来证明它是 L 2 的 Cauchy 列.事实上， 

k ; \ 

设 m > n ，则 


II /n - /n II 2 = ( X 江爪 ， Yj a k<Pk) = X I 〜 1 2 ， 

' ft = n + 1 k-n^\ I i = n + 1 

oo m 

由于 I 丨〜丨 2 < + 00 ，知对任意 e >0, 存在 '当饥 > n >7 V 时 ， I I aJ 2 < 

k = l k ^ n^-l 

t 因此， / m 是1 2 的 Cauchy 列.根据定理 6.5， L 2 是完备的，故存在 /e L 2 , 使得 

00 

L — fiL 1 、. 由级数收敛的定义，便知级数 Z a 爪在 L 2 收敛到/，从而根据定理 

ft = 1 

6. 7，有 =〈/爪〉，左=1，2，“ •.口 

ot> oo 

这定理表明，只要 y I aJ 2 < + 0 C ，就知表示 f 中的一个函数 • 

k^i itTi 

这就回答了问题 1°. 这定理证明的基础是 C 的完备性，它只有在用 Lebesgtie 可 

积定义的空间才有.用 Hiemarm 积分定义的类似的空间没有完备性，因此也就没 

有对应的定理.这是在本书绪论中所讲的历史上第二次完备化所得到的结果. 

00 

下面回答问题 2 °，即是否每个 /E L 2 , 都有/= XC k < p A ( L 2 ) ，其中 C , =〈/， 

i^l 

A 〉. 设想丨仏丨二 1 是[ 2 的标准正交系，如果存在正交系以外的史 ^ L \ \\ 9 \\ 2^ 
0,使得〈史，仏〉 =0 (fc = l ，2, …），则显然问题2°的回答是否定的，因为对史来 
说，它的所有坐标 C k = (< p ,< p k ) =0，（& = 1，2,…），但它本身不对等于0,这是不 
可 能的. 这说明要正面回答问题2°，需要对标准正交系加以一定的限制. 

定义 6.8 设丨化丨二是 L 2 的一组标准正交系.若对任意满足〈〜化〉=0, 
(左= 1,2,…）的史 e L 2 , 必有史〜 0( 即 \\< p \\ 2 =0)，则称丨丨是完全的标准正交 
系，完全的标准正交系也称标准正交基. 

按定义，标准正交系是完全的，是指不能再添加任何一个&的非0元素进 
1^丨 ， 使新的集合仍然是 f 的正交系.值得注意的是，在〃维欧氏空间中 ，一 
组向量只要互相正交，且数目为〃，它就是正交基•在 I 2 中却不一样，并不是 
任意无穷个互相正交的函数都组成正交基，只有完全的正交系才成为基，才能 
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表示任意的 f 函数. 

定理 6. 10设是 P 的完全标准正交系， /巳 L 2 , 则 

00 

/= J . C ^ iL 2 ), (12) 

/c = 1 

其中 G =〈/，&>是/的坐标. 

<30 

证明 根据定理 6. 8的 Bessel 不等式，知 Y I CJ 2 < + oo .再用 Ri esz - 

tT \ 

m 

Fishei •定理，知心（幻= ^ C k < p k ( x ) 在 L 2 收敛到一个 I 2 的函数，记为孚剩下 

只要证明/〜 g 就可以了.根据定理6.7,则 g 的坐标也是 Q ， 即 C fc = ( g ,< p k ) 9 
k = 1 , 2 ,***. 从而 

(f ~ g f < Pk ) - - ( gf < Pk ) = = 1,2，". 

由 i A 丨的完全性便得 /- g ~0 ，故 （12) 式成立 .口 

定理 6.11( 帕塞瓦尔 （ Parseval ) 等式）若丨仏丨二是 L 2 的完全标准正交 
系 ，/ e L 2 , C a = 〈/，仏〉是它的坐标，则 

00 

11/(12 = X 丨 G |2 * (13) 

k = \ 

证明 由 Bessel 不等式，知 

00 

X 1 1 2 ^ ll/ll', 

k = i 

oo m 

因此级数 I I QI 2 是收敛的，由定理 6.10 知\(幻= [ Cw〆 幻在 L 2 收敛 

k = 1 k = 1 

到/，而由范数的三角不等式又有 

I 11/11 2 - II 5 m || 2 I ^ II /-之 || 2—0 ， 

便知 11^11 2— 11/11 2.计算 

m m 

1( || ^ = 

\ *=1 1 
m oo 

-X 1 12 X 1 12 (当 m — °°)， 

k = i k - 1 

这就得到了等式 （13) .口 

下面我们用 a ，)8 表示实数序列丨 CJ ，丨< 丨，并写成 

= ( ^1 j ^2，•"，^， 

P - (^ i ，吐 2 ,…， < h ，…） _ 

00 

定义 6. 9称全体满足 Y I cJ 2 < + «>的实数列^ =(仏，(： 2 ，"，，^“_) 

m 

组成的空间为 Z 2 , 即 





第六車习题 151 


00 

I 2 = 1(^ 2 ，一， (^ ， .. ） 1；£| cj 2 < + x,c A eR|, 

其中对 a = ( C \， C 2 ，…， C k ，… ） ，/3 = ( di ’ d ! ，…， d k ，…、，定义它们的内积 

00 

< a ,)8) = ^ C k d k . 

k — \ 

容易证明，〈《，)8〉满足通常的内积公理（见定义 6. 4后的1° 〜 4°) ，因此尸 
是一个实内积空间. 

由内积便可引入 Z 2 的范数 

00 丄 

II « Ik = ( £ I ^ J 2 ) \ 

/f ^ 1 

从而可以定义 a 与卢的距离 : P ( a ， iS ) = \\ a-p || , 2 ,并进一步在 Z 2 定义极限.可 

以证明 Z 2 是完备的，即 P 是完备的实内积空间. 

由此可知， Z 2 是 IT 把有限维向量空间的维数〃直接推广到无穷，而得到的 

完备的内积空间，形式上同 R " 更为相似，可以称为无穷维的向量空间. 

综合本节的结果，便 有：在 L 2 中取定一组标准正交基（完全的标准正交系） 

I < p k I ，则每一个尸中的元0£ = ( q ， C 2 ，…， C A ，…）都对应于 L 2 中的惟 -个元 

00 

/= X C 爪， 其中 G 是/的坐标，满足11/11 2 = II « II 反过来，每个 /e L 2 , 都 

k = I 

oo 

可以表示成/= ^ C k < p k ( L 2 ) ，其中 Q 是它的坐标，使得 a = ( C ^ c , ，-, 

k = 1 

Q， …） E Z 2 , 并且 ll/ll 2 = || a || /2 . 也就是说，通过一组标准正交基，在 f 与/ 2 
之间建立了一个一一对应的关系（函数与它的坐标组成的数列相对应），而且 f 
函数的范数，等于它的坐标平方和的平方根，即对应元的范数相等.我们称这 
样的一种对应为同构对应，从而可以把它们看成一样的完备的实内积空间.因 
此，我们可以说是最近似于欧氏空间 R n 的无穷维空间了. 

定理 6_12 在 L 2 (-7 T ，7 r ) 中，三角函数系 （10) 是完全的（标准正交系）. 
这定理说明， P 的标准正交基是确实存在的，它的证明我们就不叙述了.读 
者可以在别的书中看到对不同的，在 L 2 ( a ， M 还可以建立各种不同的标准 
正交基，并且在这些标准正交基的基础上，建立 I 2 空间的丰富理论，以及它们 
在各个学科中起着多么巨大的作用. 

第六輩习题 

1. 设 /e L Pi (l < Pi < a * ，€ = 1，2,3)并且^-+~^ + 丄=1.试证 

Pi Pi P3 
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J^l (^)/ 2 (^)/ 3 (^) ^ li/l II Pi * H /2 \\ P2 * il / 3 II p 3 * 

2 . 设|人|是 L 2 ( 0 ， 1 ) 中 收敛于/ 的函数列， 试证对于任意 《 E [ 0 ， 1 ]有 

limj/ t (x)d^ = ^ f{x) d^c. 

3. (1) 当 m £< oo , 对于 / ef (£：), 试证存在实数 c Q 使得 

II/-II 2 = infi \\f~c\\ 2 |c £ R[. 

这样的化惟一吗？ 

(2) m 五 <oo 而 /e //(尺）（1 <；><»，/>#2)，试证存在实数 C 。 使得 

\\f - c 0 \\ P = inf l II / - c II p I c e R}. 

4. 举例说明存在这样的函数 /: 

(1) 对某个 p(i < p <^) J ^ ])，但是对于一切 s > o ，/ 矣 zr 5 ([ i，oo ]); 

( 2 ) 对某个 〆 1 </><» )，/e 1/([1，00])，但是对于一切5>0，/>//- 3 ([1，00]) ; 

(3) 对于某个 P (1 < p <« ) 和一切 s >0 ，/e zr 5 ([ i，oo ])，但是 ])• 

5-对每个 /e L p {\ <p<oo ) ，若定义等价类心=丨尽 e L p {E) \ g -f \ ，试 证： 

(1) 每个等价类中至多含有一个连续 函数； - 

(2) 有的等价类中不含连续函数. 

6. 试证当 m£；<oo 时，任意一个在/ /(£：) 中收敛的函数列， 在/ /(E)(l^r<p) 中也收 
敛，并且极限函数相同. 

7. 若 UI 是 C([0，1]) 中的函数列，当 * 时依测度收敛于0,并且 

IIA II, ^ 1(^ - 1,2,-)- 

证明： 

limj[ j I f k (x ) 丨 = 0. 

8. 若 / 与所有 / A U = 1,2, …）都属于1/ > (10，并且1/ 4 丨在11上几乎处处收敛于/试证 
1/ A 丨在 Z/(R) 中收敛的充分必要条件是 

Jim \\f k II p = II/" p . 

9. 设是 R 2 上的可测函数，且存在正的常数 M 使得， 

( 1 ) J r I K(x t y) t 心矣 M 对 y E R 几乎处处 成立； 

(2) £ I K{x y y) I dy 在 M 对: t G R 几乎处处成立 • 

证 明：对 于任意 /e C ( R )( P >1)， 通过积分用下式 

= j R K ( x , y ) f ( y)dy 

定义的函数尸是属于 F(R) 的，并且 || ||/|| p ，其中4是与/无关的常数. 

10. 若1/11在 L 2 (❸中 收敛于/，1心1在 L 2 (£；) 中收敛于 l 证明 

, lim [„ \ f k ( x )gk( x ) ~f(x)g(x) |da ： = 0. 

k 一 ► oo JC* 

11. 设 Ul CL 2 (幻，并且存在 g e 1 2 (£)使得1人（幻|矣尽（幻（灸=1，2，...） & .匕于兄证 
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明 l / fc 丨在[ 2 (£)中收敛于 /e L 2 (幻的充分必要条件是在£依测度收敛于 /• 

12. S / Ji £； CR n 上的可测函数，对于任意 g e L p (E)(l </><*), 积分 

jf(x)g(x)dx 

存在且有限，试证 / e 〆 （五;是 户的共 轭指标1且 

11/11，= su p{ jj'(x)g(x)dx ^ e L p , || g || p ^ 1 1 

13. 设 /e Z /( K )( l ^< oc )， e 是 f ： 的可测子集， 证明： 


1 

( Ii /( x ) \ p d x y j E \/( X ) \ p dx ] 


(玉丨 /(欠) 


\ p dx) P + 


(L l/W 


14. 设 /e L 2 ([0，1])， 令 


F(x) = J^/(f)df(0 ^ x ^ 1), 


证明 ： IK II ll/ll 2 , 且等式成立的充分必要条件是 / U ) =0 a. e. 

15. 证 明：若 /e 1([0，1])，则/£ f ([0,1]) 当且仅当，存在增函数 g 使得对于 [0，1] 
的任意子 K 间 U ，6] 有 

J f(x)dx ^ (g(b) - g(a) ) (6 - o). 

16. 设 |< p *| 是 i 2 [ a ，6] 的标准正交基.若1 心丨是 P [ a ，6] 中满足 

00 -i 

X } 1 ~ \ 2 dx < I 

的正交系，试证明1…丨在 iVaJ ] 中是完全的. 

17. 设丨是 l 2 [ a ，6] 的标准正交系，/£ l 2 [ aM , C k =〈/,〜〉是/在 1化1 的坐标，试 
证明对 U ，6) 的任一个可测子集£:有 


00 

jj r (x)dx = X C k\ E <P k {^)^ 
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